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Lambda-calcul et Systémes de Réécriture

Cours 5. Systémes de réécriture (SRT)

Les SRT sont les systémes finis des égalités orientées, c’est-a-dire, des régles s—t, ou s,t
sont des termes. L’idée des SRT est de calculer « =g v en utilisant —p au lieu de <.
Définition 1. Un systéme de régles R = {s;—t; | i € I fini} est un SRT, si

(1)  Var(t;) C Var(s;) et

(17) s; & Var(R) pour tout i € 1.
— g est la relation correspondante fermée par congruences et contextes dite relation de ré-
écriture.

Un terme t est en forme R-normale (FNg), si t—pru pour aucun terme u. R est
convergent, si —g est terminale et CR.

Remarque : Si (i) ou (ii) est faux, alors il n’y a pas de F'Ng.
Comme il a été remarqué, les TE terminales et confluentes sont décidables.
Proposition 1. Si R est convergent, alors le probleme "s <p t" est décidable.

Il reste de trouver des conditions suffisantes de convergence des SRT utilisables dans la
pratique.

1 Sémantique opérationnelle des SRT

Etant donné un SRT R, il induit uniquemment la relation de réécriture — g sur Tx[X]. Le
quasi-ordre ! —p est la relation suivante de R-réducibilité (ou de R-dérivabilité). Une
régle p = (I—r) € Rréduit s at (noté : s 5 t) veut dire : il existe une occurrence p € O(s)
telle que

s/p=a(l), t=slp—oar)
pour une substitution . S/p est un R-rédex

(t Aptys Br . Bh tn) ou (ti—grla—r..—rty)

est une R-réduction (ou une R-dérivation) de t; a t,, : t;—>gt,.
Exemple 1. Soit le SRT suivant PA (alternateur des piles) :

top(push(z,y))—xz
pa ) por(push(z,y))—y
alternate(e, z)—z
alternate(push(z,y), z)—push(z, alternate(z,y))

I Une relation binaire réflexive et transitive.



"push/2" : constructeur de piles : €, push(sy, €), push(sy, push(sq,€)), etc...
alternate(push(sy, push(ss, €)), push(uy, €) Apa
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)
push(sy, alternate(push(uy, €), push(ss, €))) Apa
push(sy, push(uy, alternate(push(ss, €),€))) —pa

push(sy, push(uy, push(sq, alternate(e, €)))) 2pa
push(sy, push(uy, push(sg, €))) : PA-irréductible

Définition 2. Un SRT R est (faiblement) confluent si —r [’est. R est terminal si —p
[’est. R est convergent s’il est confluent et terminal. R est fermé si toutes ses regles le
sont. Une égalité s ~ t est prouvable dans R (noté : s ~p t) s’il existent les dérivations
Ss—» gU«—pgt pour un terme v (pas forcement irréductible).

Exemple 2. Montrons que
alternate(push(top(push(0, 2)), 2), €) ~pa alternate(push(0, pop(push(y, z))), €)

est vrai dans le SRT PA :
alternate(push(top(push(0, 2)), z), €) Spa

alternate(push(0, z), €) Apa
push(0, alternate(e, z)) = g
alternate(push(0, pop(push(y, z))), €) i>pA

push(0, alternate(e, pop(push(y, )))) PA
push(0, alternate(e, z)) = vy.

Questions : v : est-il PA-irréductible ?
alternate(top(e), €) : est-il PA-irréductible ?

2 Problémes de décision

Soit un SRT R sur X, X.

!
Notation: s »r t =, (s—rt At irréductible). R peut formaliser une théorie équationnelle
E dans le sens suivant :

Définition 3. R est correct par rapport 4 E si —p C&p
R est adéquat pour E si <>pC<sp (on dit aussi complet).

Exemple 3. Le SRT PA est correct et adéquat par rapport a la théorie

top(push(z,y))

ppa ) pop(push(z,y))
alternate(e, Z)

(
alternate(pus

22 22

22

z
h(x,y), z) ~ push(z, alternate(z,y))

A

Définition 4. R décide E veut dire que
s~pt ssi smpt (A)

et le probléeme s— gt est décidable.

Un exemple important ot R décide F :



Proposition 2. 5@ R est :

(1) fini,

(2) convergent,

(3) correct et adéquat par rapport o E,
alors R décide E.

Preuve. Effectivement :
(i) En présence de p.(2), (3) = (A).
(ii) la confluence (CR) implique

*
(—)R: R O «_R’

et la terminaison implique :
! !
—>->R (@] «—R I—)—)R (@] «—R .

En plus,
!
(iii) la finitude implique la décidabilité de — g.
Ainsi tout SRT R fini, convergent, correct et adéquat par rapport & une TE E décide cette
théorie.

Pour cette raison, les problémes de terminaison et de confluence sont deux problémes cen-
traux de la théorie des SRT.

Théoréme 1. (i) Les problémes de terminaison et de confluence sont non-décidable dans
le cas général.
(11) 1l existent des théories équationnelles décidables qui ne sont pas décidées par un SRT.

Exemple 4. Aucune TE-décidable avec l'axiome de commutativité xy = yx (comme dans les
groupes abéliens) n’est décidé par SRI. La raison est que xy—yx contredit a la terminaison,
parce que aucun terme n’est FNg.

Exercice. Montrez que le SRT
FG . § g(z,y)—w
n’est pas terminal.

3 Conditions suffisantes de terminaison

Soit 55 la fermeture transitive de —x. Si on trouve un ordre < sur T [X] qui est bien
fondé (c’est-a-dire n’a pas de chaine infinie décroissante) et qui contient i>R, alors R est
terminal.

Définition 5. Une relation de réécriture — g est un ordre de réécriture, si elle est tran-
sitive et irreflexive.

. .+ .. . ;. .
Ainsi, —p est un ordre de réécriture pour tout SRT R. Un ordre de réécriture est un ordre
de réduction, s’il est bien fondé.



3.1 Images homomorphes

Manna et Ness ont proposé une méthode de preuve de terminaison de SRT en trouvant un
homomorphisme © : Ty—A_ dans une structure A ordonnée par un ordre bien fondé <
tel que :
(1) —r C<o, ou <g est Pordre suivant sur T, : s <g t=4 O(s) < O(¢)
(2) <o est fermé par substitutions et par contextes :
s < t implique o(s) <g o(t) pour toute substitution fermée
s <e t implique C[s] <g C]t] pour tout contexte C| |.

Proposition 3. Si un tel homomorphisme © et une telle structure A- existent, alors R est
terminal.

Exemple 5. Soit le SRT

not(not(z))—x

not(or(x,y))—and(not(x), not(y))
Bool not(and(z,y))—or(not(z), not(y))

and(zx, or(y, z)—or(and(z,y), and(z, z))

and(or(y, z), z)—or(and(y, z),and(z, z))

Définissons © : Tpog—Ac = {2,3,...; <} comme ¢a (I'ordre < sur les nombres naturels est
bien fondé) :

ore(a,b) =a+b+1 andg(a,b) = axb
note(a) = 2¢ Oc) =2

pour tous a,b € {2,3,...} et toute constante ¢ € Xpyo. Alors © vérifie les conditions (1)-(2).
Par exemple,

O(not(or(z,y))) = 2°7 T > O(and(not(z), not(y))) = 2 * 2V = 2%,

3.2 Ordres de simplification

L’idée sous-jacente 1'utilisation des ordres pour prouver la terminaison des SRT sur une
signature X finie est que si un ordre de réécriture —p contenant la relation s> ¢ (=t est un
sous-terme de s) est bien fondé, alors R est terminal.

Ce genre de raisonement, est basé sur un théoréme de Kruskal concernant les bons ordres.

Définition 6. Un quasi-ordre (donc réflexif) < est bon si pour toute chaine tq,ts, ..., t;, ...
infinie, il existe une paire de positions 1 < j telle que

ti <t

Exercice : Prouvez que tout bon ordre est bien fondé. En fait, on peut prouver :

Proposition 4. Un ordre bien fondé < sur T est bon ssi tout sous-ensemble Ty C T des
éléments deux-a-deur < non-comparable est fini.

Proposition 5. Une restriction <1 d’un bon ordre < est bien fondée si <1 elle-méme est
un quasi-ordre.



Kruskal a introduit le schéma suivant de définition des ordres bien fondés des termes a
partir des ordres sur la signature X :

Soit un bon ordre < sur ¥ (remarquez que si ¥ est finie, alors chaque quasi-ordre sur X
est bon). On considére le SRT eventuellement infini suivant :

R - f(s15 s 80)—si (1<i<n)
< f(sl,...,Sn)ﬁg(sil’.,.’sik),

pour [ = g dans X, pour tous termes fermés sur Y et 1 <i; < ... <1, <n, k <n.
Sion ferme —p , par X-contextes et par substitutions, alors on obtient un ordre de réécriture
= emp Sur T X].

Théoréme 2. [Kruskal] Si = est un bon ordre sur X, alors >, est un bon ordre sur
Ts[X].
Corollaire 1. Si > est un bon ordre sur X, >, est un ordre de réduction.

Remarque : Dans le cas particulier ou < sur X est vide, R< consiste des réegles
(81,0 80)—5i (1 <i<n).

En les fermant par X -contextes et substitutions on obtient 'ordre de réécriture >.,,;, mini-
mal, contenant les régles

ou z; sont variables. Cet ordre minimal s’appelle plongement homomorphique.

Exemple 6. s = f(f(h(a), h(x)), f(W(z),a)) & f(f(a,2),2) =1

/& AN
A / \a L=
. i/t\// -

Selon le théoréeme de Kruskal, cet ordre est bon.

/

Définition 7. Soit l'ordre t > s =, 3(p € O(t)) (s = t/p). Alors un ordre de réécriture -
est un ordre de simplification si > C> : s =1t/p implique t > s.

Corollaire 2 (Kruskal). Chaque ordre de simplification est un ordre de réduction.

Ce corollaire est la source de nombre des conditions suffisantes de terminaison.



Définition 8. Ordres lexicographiques. Soit un bon ordre < sur 3 finie. Alors l'ordre
suivant <., sur Tx[X]| est lexicographique :

(((I11) 8 >jpx, € Var, x# s (donc s & Var)

(12)  f(S1yes Sm) >tex 9(t1, ooy ty), st
(12a) s; >ier g(t1, ..., t,) pour uni, 1<i<m,
ou
(12b) f>g dans X et f(S1,...,5m) >es t; pour tous j, 1<j <n,
ou
(12¢) f=g et f(s1,...,5m) >z t; pour tous j, 1<

S1=1t1,..., 81 =tr_1 et sp >, tp pour un k, k

(LEX)

17<n, et
>1

\

Théoréme 3. Tout ordre lexicographique de réécriture >., défini a partir d’un bon ordre <
sur Y finie est un ordre de simplification.

Corollaire 3. Soit un SRT R. Si on trouve un bon ordre < sur X tel que | >, r pour toute
regle [—r € R, alors R est terminal.

Exemple 7. Le SRT i(f(x,y))—f(i(y),i(z)) est terminal. Soiti > f. Alors :
i(f(x,y) >iex [(ily), i(x)) (120)
i

. i(f( Y)) >iex 1(y) (12¢)
e ) Sy (i)
o () > i) (I2¢)

i=1, f(x,y) > T (1)

Excercice : Prouvez que le SRT f(f(x,y),2)—f(z, f(y, 2)) est terminal.
Excercice : Prouvez que le SRT

Ackerman - a(s(x
(

est terminal.
Proposition 6. Un bon ordre < sur ¥ étant donné, le probleme t >, s est décidable en
temps polynomial.

Définition 9. Un multi-ensemble E est une fonction fr : E—Z% (fg(e) étant le
nombre des occurrences de e dans E). e € E veut dire fp(e) > 0. Ey U Ey est défini par
frium,(e) = fr(e)+ fr,(e), By — Ey par fr,—p,(e) = fr,(e) — fr,(e) (soustraction bornée),
feing, = (E1 U Ey) — ((By — E3) U (Ey — Ev)), By C Ea=y Ve(fp,(€) < fr,(e)).
Exemple 8. ) C {{a}} C {{a,a}} € {{a,a,0}}. {{a,b,b,b}} —{{a,a,b,c}} = {{b,b}}.
Soit M un ensemble d’objets avec un ordre >. Soient deux multi-ensembles M7, My avec
les éléments dans M (multi-ensembles sur M ). My <! My, si My = (M; — {{e}}) U Z
pour un e € Mj et un Z tel que

Vv € Z(e > ).

Un multi-ordre < sur les multi-ensembles sur M est la fermeture transitive de <;.
Exemple 9. {{5,3,1,1}} > {{4,3,3,1}}.

Proposition 7. Si l’ordre de base > sur M est bien fondé, alors > [’est aussi.



Définition 10. Ordres multi-ensemblistes. Soit un bon ordre > sur ¥ finie. Alors l’ordre
multi-ensembliste est défini a partir de > par le schéma LEX avec le point (12¢) remplacé
par
nga f(sla“'asm) >lex tj (Vj 1§j§n) et
m2c
(m2e) { (st 5mdt > { (b b)),

Notation : ¢ >=,,u: S.

Exemple 10. f(g(c, h(a)),c) >mur 9(g(k,l,a,a),h(a)) si f>g,c>kec> 1

(Vérifiez le!)

Théoréme 4. Tout ordre multi-ensembliste de réécriture >, défini a partir d’un bon ordre

> sur % finie est un ordre de simplification.

Corollaire 4. Soit un SRT R. Si on trouve un bon ordre > sur % (finie) tel que 1 >
r pour toute regle [—r € R, alors R est terminal.
Définition 11. Ordres mixtes. Supposons que chaque foncteur f/k € ¥ ait son statut :
(1) lexicographique ou
(m) multi-ensembliste
et qu’on applique le point (12¢) du schéma LEX pour le statut (1) et le point (m2c) pour le
statut (m). Alors on obtient un ordre dit mixte.

Théoréme 5. Tout ordre mixte de réécriture >,,;, défini a partir d’un bon ordre > sur X
finie est un ordre de réduction.

Corollaire 5. Soit un SRT R. Si on trouve un bon ordre > sur ¥ (finie) et des statuts (1)
ou (m) pour tous ses foncteur afin que l >, T soit vrai pour toute régle l—r € R, alors R
est terminal.
Exemple 11. Soit
(r+y)+z — x4+ (y+2)
R =
rxs(y) = w4 (yxx)

Vérifiez que R est terminal en posant :
statut(t) =1, statut(x) =m et %> +.

Remarque : Tout ordre de réduction n’est pas un ordre de simplification :

Exemple 12. & = {f(f(z))—=f(9(f(2)))}

(i) prouwvez que —g est terminal (c’est-a-dire, un ordre de réduction)
(ii) prouvez que —»g n’est pas un ordre de simplification.

4 Confluence

Selon le théoréme de Newman, un SRT terminal faiblement confluent est confluent (et donc
convergent). D’ou l'intérét de trouver les SRT faiblement confluents.

Non-confluence / non-confluence faible sont causées par la multiplicité des rédex. Mais il
existent les cas qui ne causent pas la non-confluence, et il y en a ceux qui la causent.

Classification des cas :



li—m lo—1s

t/ t//

Deux réductions

0l o1l ﬁ convergentes :

l2—>7"2 l1—>7"1 @ S @
t t// "

t
Fic.1-Cas 1
Cas 1: l1—ry, ly—ry,  s/p1r = o1(li), s/ps = o1(lz), mais p; || p» (indépen-

dantes) : voir Fig. 1.

Si les rédex dans s sont indépendants, alors les réductions correspondantes convergent.
Cas 2 : Un rédex est imbriqué dans un autre.

Cas 2.1: Le rédex imbriqué se trouve dans l'image oy(x), ou = € Var(l;) : voir Fig. 2.

Cette variable peut avoir plusieurs occurrences dans les parties gauches et droites des régles.

S
p
Le rédex imbriqué se trouve
dans I'image o1(x), ou x € Var(ly) : éch o1(l)
x
a2
a3(l2) o1(z)

Fig. 2 — Cas 2.1



Dans la Fig. 3 on peut voir un schéma avec 3 occurrences dans la partie gauche et 2 occur-
rences dans la partie droite des régles :

l
z z z
O'ng 02l2 O'le
l1—r lo—1s
l
x X xr
O'ng O'ng O'ng A O'ng
l2—>7"2 (.1'2) l2—>7"2 (.1'2)
l1—>7"1
DU L
i T T

X = A N

Fig. 3. - Cas 2.1. Réductions convergentes

Si les rédex imbriqués se trouvent dans les images o(z) des variables dans le rédex englobant,
alors les réductions correspondantes convergent.

Cas 2.2 : Les rédex se chevauchent. C’est le cas qui peut poser probléme : voir Fig. 4.

l

o1 09 01

Fig. 4. - Cas 2.2.

Définition 12. Soient m = (l;—r1), m = (lo—13) € R deux régles dont les variables sont
renommées afin que Var(m) N Var(my) = 0. Soit p € O(ly) une occurrence telle que :

(1) L/p¢Var
(i1) 11/p =e la—unifiables par unificateur le plus général ©.



Alors la paire

<0(r1), O(l)[p — Or)] >

est critique et my est superposable sur m; dans l'occurrence p. (NB : on peut superposer
sur la racine.)

Exemple 13. (i) f(f(z.y),2) — f(a, f(y.2))
(i) f(i(w),u) — e

Alors, pour Uunificateur © = {x — i(u), y+— u} on obtient la paire critique

< fiu), f(u, 2), fle,2) >

F(i(u). f(u, 2)) fe.2)

Lemme 1. Si s—gty et s—gta, alors soit 1y et ty convergent : ty g to, soil t; = s[p «— uq],
to = s[p < wsl, (uy,us) étant un cas particulier d’une paire critique (par o).

Preuve : Voir 'analyse des cas 1, 2.1, 2.2.

Théoréme 6 (Knuth-Bendix, Huet). Un SRT R est faiblement confluent ssi toute sa
paire critique est convergente.

Preuve : (=) Soit (u;, us) une paire critique. Par définition :
up = O(r1) —r O(l)=rO(L)[p — O(r2)] = uy

R étant faiblement confluent, uy | g us.

(<) Supposons que t; «g s—gls. Selon le lemme 1, soit t; | g to, s0it t; = s[p «— ],
to = s[p «— ugl, ot uy = o(vy), uy = o(vy) et (vy,vy) et une paire critique. Par ’hypothése,
(% lR Vo, d’on U1 lR U9 et tl lR tg.

Corollaire 6. Un SRT R terminal est confluent ssi chaque sa paire critique est convergente.
Corollaire 7. Pour un SRT R terminal, le probléeme de confluence est décidable.
Preuve : Le nombre des paires critiques différentes de R est borné par un polynéme p(| R |).

Exemple 14. Soit Ry = {f(f(x)) — g(x)}. Alors f(f(x)) — g(x) est superposable sur
elle-méme dans 'occurrence 1 par la substitution o = {y — f(x)} (on Uapplique a la copie
f(f(y)—g(y)). Ainsi on obtient la paire critique :

9(f(=)) f(g(@))

Ces termes sont F'Ng, donc non-confluents. Cela veut dire que R n’est pas confluent.
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5 Complétion

Rappelons-nous que pour tous SRT R, —pg est correct par rapport & ~p (—r C~pg).
Alors, si pour une paire critique (up,uz) de R on rajoute u;—us ou us—u; & R, on obtient
un nouveau SRT R™ toujours correct par rapport & R : —pg+ C~p (toute paire critique est
une conséquence de R).

Cela nous améne a I’idée de complétion d’une SRT :
On calcule les paires critiques et les rajoute a R afin d’obtenir un nouveau systéme R correct
par rapport & R et éventuellement complet, terminal et confluent.

Exemple 15. Rajoutons f(g(z)) — g(f(z)) a Ry. En utilisant Uordre f > g, on prouve
par le schéma lexicographique, que le SRT résultant R{ est terminal. Il suffit de prouver sa
confluence faible. Mais une nouvelle paire critique apparait :

9(9(x)) —rs f(f(9(2)=rs f(9(f(x))) (o y—g(x))

qut est convergente :
flg(f (@) —rg 9(f(f(2)))—rs9(9(2)).

Alors Rf s’avére convergent.

Voici une procédure de complétion proposée par Knuth et Bendix. Elle s’applique & un SRT
E, et a un ordre > sur la signature X finie.

Procédure-de-complétion KB(E,>) :
Entrée : un SRT FE (fini), 'ordre de réduction induit par >.
Sortie : un SRT R fini équivalent & F, si la procédure se termine par un succes, sinon "F"
ou une boucle.
Initialisation :
si s~tel, s#t, s£t, et t<£s,
alors échec ("F").
sinon i:=0; Ry:={l—-r|(I=r)e EUE A l>r}

(répéter R, 1 := Ry ;

( pour tout < s,t >€ PaireCrit(R;) :
réduire s—»p 3§ (FNg,), t—pt (FNg,) ;
si (8t N Ss£ENTLS)

alors échec(”F”)

fin —si;

si (5>1)

alors Ry i := Ry, U{§—t} — une nouvelle regle
fin — si ;

si (t>38)

alors Ri—i—l = Ri-l—l U {£—>§}

fin —si ;
(  fin — boucle ;
=1+ 1
jusqu'a ce que R; = R;_1; — stabilisation

| rendre R; ;
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Il y a trois possibilités :
A. La procédure se termine avec un success et rend R,
B. La procédure se termine avec un échec et rend "F",
C. La procédure boucle (produit un ensemble infini de régles).

Exercice. Appliquez KB aux théories :
Eiy={(x*y)x(y*xz)~y} (stabilise au Ry),
Ey={zx{y+z2)~@x*xy)+(r*x2), (ut+v)*xw~ (uxw)+ (vxw)} et x>+
(un échec),
Es={x+0~uzx s(x+y)~z+s(y), v+ s(0) = s(x)} et s>+ (une boucle).

Théoréme 7. Soit une théorie équationnelle E et un ordre de réduction >.
(1) Si KB(E,>) = R, pour un n, alors R, est complet (adéquat) pour E, fini et

convergent.
oo

(2) Si KB(E,>) boucle, alors Rew=4 | Ri est un SRT infini complet pour E et
i=0
convergent.

Corollaire 8. Si KB(FE,>) = R, pour unn, alors le SRT R,, décide le probléme E |= s ~ t.
Si KB(E,>) boucle, alors Re, énumére ce probleme.
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