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��� ��� ���	���� ���������� ������������� ��� ���	�� s→t� �� s, t
���� ��� ������� ������ ��� ��� ��� �� ��	��	�� u =E v �� ���	����� �E �� 	��� ��

∗↔E�

��������� �� �� ������� �� 	�
��� R = {si→ti | i ∈ I fini} ��� �� 
��� ��
(i) V ar(ti) ⊆ V ar(si) ��
(ii) si �∈ V ar(R) ���	 ���� i ∈ I�

→R ��� �� 	������� ��		���������� ��	��� ��	 ���
	������ �� ��������� ���� �������� �� ���
���������

�� ��	�� t ��� ��  ���� R�������� �FNR�� �� t→Ru ���	 ����� ��	�� u� R ���
���!��"���� �� →R ��� ��	������ �� ���

�����#�� $ �� (i) �� (ii) ��� ����� �	��� �	 ��
 � ��� �� FNR.

����� �	 � ��� ����� ��� 	�� �! �������	�� �� ���"������ ���� ������#	���

%��&������� �� 
� R ��� �����	
���� ���	� �� �	������ �s
∗↔R t� ��� ����������

$	 ����� �� ����%�� ��� ���������� ��&������ �� ���%������� ��� ��� ���	���#	�� ���� 	�
����� ���

� ��������	
 ���
������
��
 �
� ���

!���� ����� �� ��� R� �	 ������ ��� ������� 	� ��	����� �� ���������� →R ��� TΣ[X]� ��
 ���������� � �R ��� 	� ��	����� ���%���� �� R������������� '�� �� R�����!�������(� )��

���	� ρ = (l→r) ∈ R ������ s � t '���� * s
ρ→R t( %��� ���� * �	 ������ ��� ���������� p ∈ O(s)

��		�  ��
s/p = σ(l), t = s[p→ σ(r)]

���� ��� ��#��������� σ� S/p ��� �� R������

(t1
ρ1→R t2

ρ2→R ...
ρn→R tn) ou (t1→Rt2→R...→Rtn)

��� ��� R���������� '�� ��� R�����!�����( �� t1 � tn * t1�Rtn�

'���&�� �� 
��� �� 
�� �������  ! �����	�����	 ��� ������ "

PA

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

top(push(x, y))→x
pop(push(x, y))→y
alternate(ε, z)→z
alternate(push(x, y), z)→push(x, alternate(z, y))

� ��� �������� 	������ �
����
� �� ��������
��

+



�push/2� " �����	�����	 �� ����� " ε, push(s1, ε), push(s1, push(s2, ε))� ������

alternate(push(s1, push(s2, ε)), push(u1, ε))
4→PA

push(s1, alternate(push(u1, ε), push(s2, ε)))
4→PA

push(s1, push(u1, alternate(push(s2, ε), ε)))
4→PA

push(s1, push(u1, push(s2, alternate(ε, ε))))
3→PA

push(s1, push(u1, push(s2, ε))) " PA#�		���������

��������� (� �� 
�� R ��� ) ���������* ���+���� �� →R �$���� R ��� �������� �� →R

�$���� R ��� ���!��"��� �$�� ��� ���%���� �� ��	������ R ���  ���� �� ������ ��� 	�
��� ��
����� ��� �
����� s ≈ t ��� &���!���� ���� R ����� " s ≈R t� �$�� �������� ��� ��	��������
s�Rv�Rt ���	 �� ��	�� v ���� ��	������ �		�����������

'���&�� (� &���	��� '��

alternate(push(top(push(0, z)), z), ε) ≈PA alternate(push(0, pop(push(y, z))), ε)

��� �	�� ���� �� 
�� PA "
alternate(push(top(push(0, z)), z), ε)

1→PA

alternate(push(0, z), ε)
4→PA

push(0, alternate(ε, z)) ≡ v0

alternate(push(0, pop(push(y, z))), ε)
4→PA

push(0, alternate(ε, pop(push(y, z))))
2→PA

push(0, alternate(ε, z)) = v0�

,�������� $ v0 * �����	 ,-����������#	� .
alternate(top(ε), ε) * �����	 ,-����������#	� .

� �
�����
� �
 ��������

���� �� ��� R ��� Σ, X�

-������� $ s
!�R t =df (s�Rt ∧ t irréductible)� R ���� �����	���� ��� �/����� � ��������		�

E ���� 	� ���� ���%��� *

��������� .� R ��� ������� ��	 	����	� ( E �� →R ⊆ ∗↔E

R ��� ���#��� ���	 E ��
∗↔E⊆ ∗↔R ��� ��� ����� ���&�����

'���&�� .� )� 
��  ! ��� ��		��� �� ���'��� ��	 	����	� ( �� �*��	��

EPA

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

top(push(x, y)) ≈ x
pop(push(x, y)) ≈ y
alternate(ε, z) ≈ z
alternate(push(x, y), z) ≈ push(x, alternate(z, y))

��������� /� R ������ E ���� ��	� '��

s ≈E t ssi s ≈R t (∆)

�� �� �	������ s�Rt ��� ����������

)� �����	� ��������� �� R ������ E *

0



%��&������� (� 
� R ��� "
�+� ,���
�-� �����	
����
�.� ��		��� �� ���'��� ��	 	����	� ( E�

���	� R ������ E�

%���!�� !1����%����� *
'�( !� �������� �� ��'0(� '2( ≡ '∆(�
'��( 	� ���"����� '��( ���	� ��

∗↔R= �R ◦�R,

�� 	� ����������� ���	� �� *

�R ◦�R =
!�R ◦

!�R .

!� �	���

'���( 	� 
������ ���	� �� 	� ������#�	��� ��
!�R�

-���� ���� ��� R 
��� ���%������� ������� �� ��� ��� ��� ������� � ��� �! E ������ �����
�/������
,��� ����� ������� 	�� ���#	���� �� ����������� �� �� ���"����� ���� ���� ���#	���� ����
����� �� 	� �/����� ��� ����

01������ �� ��� )�� �	������� �� ��	�������� �� �� ���%����� ���� ���#��������� ����
�� ��� 
���	���
���� /� �������� ��� �*��	��� �'������������ ���������� '�� �� ���� ��� �������� ��	 �� 
���

'���&�� /� !����� �0#��������� ���� �$������ �� ������������� xy = yx ������ ���� ���

	����� ��������� �$��� ������ ��	 
�/� )� 	����� ��� '�� xy→yx ����	���� ( �� ��	���������
��	�� '�� ����� ��	�� �$��� FNR�

'�������� 3�����4  �� 	� ���

FG :

⎧⎨
⎩

f(a, b, x)→f(x, b, x)
g(x, y)→x
g(x, y)→y

����� ��� �������	�

� ���������� �	�����
� �
 �

��������

����
+→R 	� ��������� ��������%� �� →R� �� �� ����%� �� ����� ≺ ��� TΣ[X]  �� ��� ����

 ���� '������������ ��� ��� �� �/�5�� ��
��� ������������( ��  �� ��������
+→R� �	��� R ���

�������	�

��������� 2� ��� 	������� �� 	���	���	� →R ��� �� ����� �� ����������� �� ���� ��� �	��#
������ �� �		�%������

-�����
+→R ��� �� ����� �� ���������� ���� ���� ��� R� )� ����� �� ���������� ��� �� �����

�� ���������� ���	 ��� #��� ������

2



��� ������ �����������

3���� �� 6��� ��� ������� ��� ���/��� �� ����%� �� ����������� �� ��� �� ����%��� ��
/�������/���� Θ : TΣ→A≺ ���� ��� ��������� A �������� ��� �� ����� #��� ����� ≺
��	  �� *

'+( →R ⊆≺Θ� �� ≺Θ ��� 	������ ���%��� ��� TΣ : s ≺Θ t=df Θ(s) ≺ Θ(t)
'0( ≺Θ ��� ����� ��� ��#���������� �� ��� ��������� *

s ≺Θ t ���	� �� σ(s) ≺Θ σ(t) ���� ����� ��#��������� ������
s ≺Θ t ���	� �� C[s] ≺Θ C[t] ���� ���� �������� C[ ]�

%��&������� .� 
� �� ��� *�����	�*���� Θ �� ��� ����� ��	����	� A≺ ��������� ���	� R ���
��	������

'���&�� 2� 
��� �� 
��

Bool :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

not(not(x))→x
not(or(x, y))→and(not(x), not(y))
not(and(x, y))→or(not(x), not(y))
and(x, or(y, z)→or(and(x, y), and(x, z))
and(or(y, z), x)→or(and(y, x), and(z, x))

1�,������� Θ : TBool→A< = {2, 3, ...; <} ����� 2� ��$�	�	� < ��	 ��� ����	�� ����	��� ���
���� ������ "

orΘ(a, b) = a + b + 1 andΘ(a, b) = a ∗ b
notΘ(a) = 2a Θ(c) = 2

���	 ���� a, b ∈ {2, 3, ...} �� ����� ��������� c ∈ ΣBool� !��	� Θ ��	�,� ��� ���������� �+�#�-��
 �	 ��������

Θ(not(or(x, y))) = 2x+y+1 > Θ(and(not(x), not(y))) = 2x ∗ 2y = 2x+y.

��� ��
��� 
� ���������	�� 

������ �����7������ 	����	������� ��� ������ ���� ����%�� 	� ����������� ��� ��� ��� ���
��������� Σ 
��� ���  �� �� �� ����� �� ���������� →R ��������� 	� ��	����� s � t '≡ t ��� ��
���������� �� s( ��� #��� ������ �	��� R ��� �������	�
�� ����� �� ����������� ��� #��� ��� �� �/������ �� 8���9�	 ���������� 	�� #��� �������

��������� 3� �� '����#�	�	� ����� 	�%����� � ��� #�� �� ���	 ����� �*�3�� t1, t2, ..., ti, ...
��,���� �� ������ ��� ���	� �� ��������� i < j ����� '��

ti � tj .

'������� $ ,���%�4  �� ���� #�� ����� ��� #��� ������ !� ����� �� ���� ����%�� *

%��&������� /� �� �	�	� ���� ����� ≺ ��	 T ��� ��� ��� ���� ����#�������� T0 ⊆ T ���
�������� ����#(#���� ≺ ���#�����	���� ��� ,���

%��&������� 2� ��� 	���	������ ≺1 �$�� ��� �	�	� ≺ ��� ���� ������ �� ≺1 ����#�4�� ���
�� '����#�	�	��

:



8���9�	 � ��������� 	� ��/��� ���%��� �� ��
������ ��� ������ #��� ������ ��� ������ �
������ ��� ������ ��� 	� ��������� Σ *

���� �� #�� ����� � ��� Σ '����� ��4  �� �� Σ ��� 
���� �	��� �/� ��  ���������� ��� Σ
��� #��(� ;� ��������� 	� ��� �%�����		����� ��
�� ���%��� *

R≺ :

{
f(s1, ..., sn)→si (1 ≤ i ≤ n)
f(s1, ..., sn)→g(si1, ..., sik),

���� f � g ���� Σ� ���� ���� ������ ���
�� ��� Σ �� 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n� k ≤ n�
�� �� �����→R≺ ��� Σ���������� �� ��� ��#����������� �	��� �� �#����� �� ����� �� ����������
�emb ��� TΣ[X]�

01������ (� [Kruskal] 
� � ��� �� ��� �	�	� ��	 Σ� ���	� �emb ��� �� ��� �	�	� ��	
TΣ[X]�

4��������� �� 
� � ��� �� ��� �	�	� ��	 Σ� �emb ��� �� �	�	� �� 	���������

�����#�� $ <��� 	� ��� �������	��� �� � ��� Σ ��� %���� R� �������� ��� ���	��

f(s1, ..., sn)→si (1 ≤ i ≤ n).

!� 	�� ������� ��� Σ ���������� �� ��#���������� �� �#����� 	������ �� ���������� �emb �����
��	� ��������� 	�� ���	��

f(x1, ..., xn)→xi (1 ≤ i ≤ n).

�� xi ���� %����#	��� ��� ����� ������	 ������		� &���"����� 1������&1�#���

'���&�� 3� s ≡ f(f(h(a), h(x)), f(h(x), a)) � f(f(a, x), x) ≡ t

f

f f

h h h a

xxa

f

f x

a x

≡ ts ≡

�

�

�
�

�


���� �� �*��	��� �� 5	��6��� ��� �	�	� ��� ����

��������� 5� 
��� �$�	�	� t � s =df ∃(p ∈ O(t)) (s = t/p). !��	� �� �	�	� �� 	���	���	� �
��� �� ����� �� ���&��������� �� � ⊆� " s = t/p �����'�� t � s.

4��������� ( )
���6��*� �*�'�� �	�	� �� ������,������ ��� �� �	�	� �� 	���������

�� ����		���� ��� 	� ������ �� ���#�� ��� ���������� ��&������ �� ������������

=



��������� 7� ������ ������"��&1�#���� 
��� �� ��� �	�	� < ��	 Σ ,���� !��	� �$�	�	�
������� <lex ��	 TΣ[X] ��� ������"��&1�#�� $

(LEX)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(l1) s >lex x, x ∈ V ar, x �≡ s (donc s �∈ V ar)
(l2) f(s1, ..., sm) >lex g(t1, ..., tn), si

(l2a) si ≥lex g(t1, ..., tn) pour un i, 1 ≤ i ≤ m,
ou
(l2b) f > g dans Σ et f(s1, ..., sm) >lex tj pour tous j, 1 ≤ j ≤ n,
ou
(l2c) f ≡ g et f(s1, ..., sm) >lex tj pour tous j, 1 ≤ j ≤ n, et

s1 ≡ t1, ..., sk−1 ≡ tk−1 et sk >lex tk pour un k, k ≥ 1.

01������ .� ���� �	�	� ������
	��*�'�� �� 	���	���	� >lex ��,�� ( ��	��	 �$�� ��� �	�	� <
��	 Σ ,��� ��� �� �	�	� �� ������,�������

4��������� .� 
��� �� 
�� R� 
� �� �	���� �� ��� �	�	� < ��	 Σ ��� '�� l >lex r ���	 �����
	�
�� l→r ∈ R� ���	� R ��� ��	������

'���&�� 5� )� 
�� i(f(x, y))→f(i(y), i(x)) ��� ��	������ 
��� i > f � !��	� "

i(f(x, y)) >lex f(i(y), i(x)) (l2b)

i > f et
i(f(x, y)) >lex i(y) (l2c)

i ≡ i, f(x, y) >lex y (l1)

et
i(f(x, y)) > i(x) (l2c)

i ≡ i, f(x, y) >lex x (l1)

'�������� $ ,���%�4  �� 	� ��� f(f(x, y), z)→f(x, f(y, z)) ��� �������	�
'�������� $ ,���%�4  �� 	� ���

Ackerman :

⎧⎨
⎩

a(0, y)→s(y)
a(s(x), 0)→a(x, s(0))
a(s(x), s(y))→a(x, a(s(x), y))

��� �������	�

%��&������� 3� �� ��� �	�	� < ��	 Σ ����� ������ �� �	������ t >lex s ��� ��������� ��
����� �����������

��������� 8� �� �������������� E ��� ��� �������� fE : E→Z+ �fE(e) ����� ��
����	� ��� ����		����� �� e ���� E�� e ∈ E ���� ��	� fE(e) > 0� E1 ∪ E2 ��� ��,�� ��	
fE1∪E2(e) = fE1(e) + fE2(e)� E1−E2 ��	 fE1−E2(e) = fE1(e)

.− fE2(e) ������	������ ��	�����
fE1∩E2 = (E1 ∪ E2)− ((E1 −E2) ∪ (E2 − E1))� E1 ⊆ E2=df ∀e(fE1(e) ≤ fE2(e))�

'���&�� 7� ∅ ⊆ {{a}} ⊆ {{a, a}} ⊆ {{a, a, b}}� {{a, b, b, b}} − {{a, a, b, c}} = {{b, b}}�
���� M �� �����#	� ���#7��� �%�� �� ����� >� ������ ���� ��	��������#	��M1,M2 �%��
	�� �	������ ���� M '��	��������#	�� ��� M (� M2 ≺1 M1� �� M2 = (M1 − {{e}}) ∪ Z
���� �� e ∈M1 �� �� Z ��	  ��

∀v ∈ Z(e > v).

)� ��	�������� � ��� 	�� ��	��������#	�� ���M ��� 	� ��������� ��������%� �� ≺1�

'���&�� 8� {{5, 3, 1, 1}} � {{4, 3, 3, 1}}�
%��&������� 5� 
� �$�	�	� �� ���� > ��	M ��� ���� ������ ���	� � �$��� ������

>



��������� �9� ������ ������������������� 
��� �� ��� �	�	� > ��	 Σ ,���� !��	� �$�	�	�
����������������� ��� ��,�� ( ��	��	 �� > ��	 �� ��*��� )07 ���� �� ����� ��-�� 	�������
��	

(m2c)

{
f ≡ g, f(s1, ..., sm) >lex tj (∀j 1 ≤ j ≤ n) et
{{s1, ..., sm}} � {{t1, ..., tn}}.

-������� $ t �mult s�

'���&�� �9� f(g(c, h(a)), c) >mult g(g(k, l, a, a), h(a)) �� f > g, c > k, c > l�
�8�	�,�9 �� :�

01������ /� ���� �	�	� �����#����������� �� 	���	���	� >mult ��,�� ( ��	��	 �$�� ��� �	�	�
> ��	 Σ ,��� ��� �� �	�	� �� ������,�������

4��������� /� 
��� �� 
�� R� 
� �� �	���� �� ��� �	�	� > ��	 Σ �,���� ��� '�� l >mult

r ���	 ����� 	�
�� l→r ∈ R� ���	� R ��� ��	������

��������� ��� ������ ������� 
�������� '�� �*�'�� �������	 f/k ∈ Σ ��� ��� ������ "
��� 	���������/� �� ��
��� ��	��������#	����

�� '�$�� �����'�� �� ����� ��-�� �� ��*��� )07 ���	 �� ������ ��� �� �� ����� ��-�� ���	 ��
������ ���� !��	� �� ������� �� �	�	� ��� ������

01������ 2� ���� �	�	� ����� �� 	���	���	� >mix ��,�� ( ��	��	 �$�� ��� �	�	� > ��	 Σ
,��� ��� �� �	�	� �� 	���������

4��������� 2� 
��� �� 
�� R� 
� �� �	���� �� ��� �	�	� > ��	 Σ �,���� �� ��� ������� ���
�� ��� ���	 ���� ��� �������	 �,� '�� l >mix r ���� �	�� ���	 ����� 	�
�� l→r ∈ R� ���	� R
��� ��	������

'���&�� ��� 
���

R =

{
(x + y) + z → x + (y + z)
x ∗ s(y) → x + (y ∗ x)

8�	�,�9 '�� R ��� ��	����� �� ������ "

statut(t) = l, statut(∗) = m et ∗ > +.

�����#�� $ ���� ����� �� ��������� ����� ��� �� ����� �� ����	�
������ *

'���&�� �(� R = {f(f(x))→f(g(f(x)))}
��� �	����9 '�� �R ��� ��	����� ��$���#(#��	�� �� �	�	� �� 	���������
���� �	����9 '�� �R �$��� ��� �� �	�	� �� ������,�������

� ����	
��


��	�� 	� �/������ �� 6�?���� �� ��� �������	 ���#	����� ���"���� ��� ���"���� '�� ����
���%������(� <��� 	������@� �� ����%�� 	�� ��� ���#	����� ���"������
6������"����� A �������"����� ���#	� ���� ������� ��� 	� ��	���	����� ��� ������ 3��� �	
�������� 	�� ���  �� �� ������� ��� 	� �������"������ �� �	 
 �� � ����  �� 	� ��������

4������������ ��� ��� $

B



s

t′ t′′

t

� �

� �

<��� ����������
���%�������� *

� �

�
��
��

+ 0

0 +

s
p1 p2

σ1l1 σ2l2

� �

l1→r1 l2→r2

t′ t′′

σ2l2 σ1l1

	 


t

l2→r2 l1→r1

���� + C ��� +

4�� � * l1→r1� l2→r2� s/p1 = σ1(l1)� s/p2 = σ1(l2)� ���� p1 ‖ p2 '��������
������( * %��� D��� +�

�� 	�� ����� ���� s ���� ����&�������� �	��� 	�� ���������� ��������������� ���%�������

4�� ( * )� ����� ��� ��#�� �� ���� �� ������

4�� (�� * �� ����� ��#�� �� �� ����%� ���� 	������ σ1(x), �� x ∈ V ar(l1) : %��� D��� 0�

����� %����#	� ���� �%��� �	������� ����������� ���� 	�� ������� ����/�� �� ������� ��� ���	���

p

q1 σ1(l1)

x

q2

σ2(l2) σ1(x)

s

�� ����� ��#�� �� �� ����%�

���� 	������ σ1(x)� �� x ∈ V ar(l1) *

���� 0 C ��� 0�+

E



<��� 	� D��� 2 �� ���� %��� �� ��/��� �%�� 2 ����������� ���� 	� ������ ����/� �� 0 ������
������ ���� 	� ������ ������ ��� ���	�� *

l1
x x x

σ2l2 σ2l2 σ2l2

� �

σ2l2 σ2l2 σ2l2 σ2l2

l1
x x x

l1
x x x

� �

l2→r2 (x2)l2→r2 (x2)

�
l1→r1

l1→r1 l2→r2

D��� 2� � ��� 0�+� ���������� ���%��������

�� 	�� ����� ��#�� ��� �� ����%��� ���� 	�� ������ σ(x) ��� %����#	�� ���� 	� ����� ���	�#����
�	��� 	�� ���������� ��������������� ���%�������

4�� (�( * ��� ����� �� �/�%���/���� ����� 	� ���  �� ���� ����� ���#	��� * %��� D��� :�

l2

p

σ1 σ2 σ1

l1

D��� :� � ��� 0�0�

��������� �(� 
����� π1 = (l1→r1), π2 = (l2→r2) ∈ R ���� 	�
��� ���� ��� ��	������ ����
	�������� �,� '�� V ar(π1) ∩ V ar(π2) = ∅� 
��� p ∈ O(l1) ��� ����		���� ����� '�� "
��� l1/p �∈ V ar
���� l1/p =Θ l2;���,����� ��	 �$���,�����	 �� ���� 
���	�� Θ�

F



!��	� �� ���	�
< Θ(r1), Θ(l1)[p← Θ(r2)] >

��� �����#�� �� π2 ��� ��&��&������ ��	 π1 ���� �$����		���� p� �<= " �� ���� ����	����	
��	 �� 	�������

'���&�� �.� ��� f(f(x, y), z) → f(x, f(y, z))
���� f(i(u), u) → e

!��	�� ���	 �$���,�����	 Θ = {x �→ i(u), y �→ u} �� ������� �� ���	� �	���'��
< f(i(u), f(u, z)), f(e, z) > :

f(f(i(u), u), z)

f(i(u), f(u, z)) f(e, z)


 �

(i) (ii)

����� �� 
� s→Rt1 �� s→Rt2� ���	� ���� t1 �� t2 �����	
��� " t1 ↓R t2� ���� t1 = s[p← u1]�
t2 = s[p← u2]� (u1, u2) ����� �� ��� ��	�������	 �$��� ���	� �	���'�� ���	 σ��

%���!� $ G��� 	����	
�� ��� ��� +� 0�+� 0�0�

01������ 3 )
���1�:�����; <���*� �� 
�� R ��� ���������� ���%���� ��� ����� ��
���	� �	���'�� ��� �����	
�����

%���!� $ '=⇒( ���� (u1, u2) ��� ����� ����� ��� ,�� ��
������ *

u1 = Θ(r1)←R Θ(l1)→RΘ(l1)[p← Θ(r2)] = u2

R ����� ���#	����� ���"����� u1 ↓R u2�
'⇐=( ���������  �� t1 ←R s→Rt2� ��	�� 	� 	���� +� ���� t1 ↓R t2� ���� t1 = s[p ← u1]�
t2 = s[p ← u2]� �� u1 = σ(v1)� u2 = σ(v2) �� (v1, v2) �� ��� ����� ����� ��� ,�� 	�/
���/����
v1 ↓R v2� ���� u1 ↓R u2 �� t1 ↓R t2�

4��������� 3� �� 
�� R ��	����� ��� ���%���� ��� �*�'�� �� ���	� �	���'�� ��� �����	
�����

4��������� 5�  ��	 �� 
�� R ��	������ �� �	������ �� ���%����� ��� ����������

%���!� $ �� ���#�� ��� ������ ����� ��� ��1������� �� R ��� #���� ��� �� ��	
�H�� p(| R |)�
'���&�� �/� 
��� R0 = {f(f(x)) → g(x)}� !��	� f(f(x)) → g(x) ��� ����	������� ��	
����#�4�� ���� �$����		���� 1 ��	 �� ������������ σ = {y �→ f(x)} ��� �$�����'�� ( �� �����
f(f(y))→g(y))� !���� �� ������� �� ���	� �	���'�� "

f(f(f(x)))

g(f(x)) f(g(x))


 �

��� ��	��� ���� FNR� ���� ���#���%������ ���� ���� ��	� '�� R �$��� ��� ���%�����

+I



� ����������

�����	��������  �� ���� ���� ��� R� →R ��� ������� ��� ������� � ≈R '→R ⊆≈R(�
-	���� �� ���� ��� ����� ����� �� (u1, u2) �� R �� ��7���� u1→u2 �� u2→u1 � R� �� �#�����
�� ���%��� ��� R+ ���7���� ������� ��� ������� � R * →R+ ⊆≈R '����� ����� ����� �� ���
��� ����� ����� �� R(�

4��� ���� ����� = �>���� �� ���&������ �>��� 
�0 $
;� ��	��	� 	�� ������ ����� ��� �� 	�� ��7���� � R �
� ���#����� �� ���%��� �
����� Rc �������
��� ������� � R �� �%�����		����� ���&���; �������� �� ���+�����

'���&�� �2� ��>������ f(g(x)) → g(f(x)) ( R0� 0� ��������� �$�	�	� f > g� �� �	����
��	 �� ��*��� ������
	��*�'��� '�� �� 
�� 	�������� Rc

0 ��� ��	������ /� ��?� �� �	����	 ��
���%����� ������� &��� ��� �������� ���	� �	���'�� ����	�3� "

g(g(x))←Rc
0
f(f(g(x)))→Rc

0
f(g(f(x))) (σ : y �→ g(x))

'�� ��� �����	
���� "
f(g(f(x))) →Rc

0
g(f(f(x)))→Rc

0
g(g(x)).

!��	� Rc
0 �$���	� �����	
����

G���� ��� ��������� �� ����	����� �������� ��� 8���/ �� J������ !		� �����	� �� � �� ���
E� �� � �� ����� > ��� 	� ��������� Σ 
����

%���������������&������ KB(E, >) *
'����� $ �� ��� E '
��(� 	������ �� ��������� ������ ��� >�

����� $ �� ��� R 
�� � ��%�	��� � E� �� 	� ��������� �� ������� ��� �� ������� ����� KDK
�� ��� #���	��
	������������� $

�� s ≈ t ∈ E, s �≡ t� s ≮ t� �� t ≮ s,
����� ��/�� 'KDK(�
����� i := 0; R0 := {l→r | (l ≈ r) ∈ E ∪E−1 ∧ l > r}

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

répéter Ri+1 := R0 ;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pour tout < s, t >∈ PaireCrit(Ri) :
réduire s�Ri

ŝ (FNRi
), t�Ri

t̂ (FNRi
) ;

si (ŝ �≡ t̂ ∧ ŝ ≮ t̂ ∧ t̂ ≮ ŝ)
alors échec(”F”)
fin− si ;
si (ŝ > t̂)
alors Ri+1 := Ri+1 ∪ {ŝ→t̂} − une nouvelle règle
fin− si ;
si (t̂ > ŝ)
alors Ri+1 := Ri+1 ∪ {t̂→ŝ}
fin− si ;
fin− boucle ;

i := i + 1
jusqu′à ce que Ri = Ri−1 ; − stabilisation
rendre Ri ;

++



$	 
 � ����� �����#�	���� *
-� �� ��������� �� ������� �%�� �� ������� �� ���� R�
J� �� ��������� �� ������� �%�� �� ��/�� �� ���� KDK�
�� �� ��������� #���	� '������� �� �����#	� ��
�� �� ���	��(�

'�������� -��	� ��4 8J ��� �/������ *
E1 = {(x ∗ y) ∗ (y ∗ z) ≈ y} '���#�	��� �� R1(�
E2 = {x ∗ (y + z) ≈ (x ∗ y) + (x ∗ z), (u + v) ∗ w ≈ (u ∗ w) + (v ∗ w)} �� ∗ > +

'�� ��/��(�
E3 = {x + 0 ≈ x, s(x + y) ≈ x + s(y), x + s(0) ≈ s(x)} �� s > + '��� #���	�(�

01������ 5� 
��� ��� �*��	�� �'����������� E �� �� �	�	� �� 	�������� >�
�+� 
� KB(E, >) = Rn ���	 �� n� ���	� Rn ��� ������� ����'���� ���	 E� ,�� ��

�����	
����

�-� 
� KB(E, >) ������� ���	� R∞=df

∞⋃
i=0

Ri ��� �� 
�� ��,�� ������� ���	 E ��

�����	
����

4��������� 7� 
� KB(E, >) = Rn ���	 �� n� ���	� �� 
�� Rn ������ �� �	������ E |= s ≈ t�

� KB(E, >) ������� ���	� R∞ �����	� �� �	�������

+0


