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�	������� �� �	�� �� ������� ������� �������� L = {L(G) | G ∈ G}. �	� ���	�� ���� ��
L ��� �� ������ ��	���� 	� ��������� �� �
�� �� � � �� �	����	� Φ �� � ���� ! �	� G ∈ G � ������� 	� ���������� Φ(G) �= ∅,
"� (G,⊂) ��� � �������� ��� �#������	� Gi ⊂ Gj �� �#	������� Φ ��� ������� �� G �

Gi ⊆ Gj ⇒ Φ(Gi) ⊆ Φ(Gj).

$� �� � � �� �	����	� �� ������ ��%��� �� G �
(i) |G| ∈ N− {0},
(ii) Gi ⊂ Gj ⇒ |Gi| < |Gj|.

&� '	� � n > 0, �	�� Gn=df {G ∈ G || |G| ≤ n} �� Ln=df {L(G) || G ∈ Gn}. (.



�	������� !� �	�� �� ������� ������� �� ���������� L = {L(G) | G ∈ G}.
�� 3�� ��������� G ∈ G ��� ������ ��� ����	�� ! � �������� %�� �� �������� I, ��

I ⊆ Φ(G) �� I �⊆ Φ(G′) �	� �	�� G′ ⊂ G.

"� L � �� 	������ ���� ������� �� ��� �� �	�� � �������� %�� �� �������� I, �� ������ ���
����	���� G ∈ G ������� ��� ����	�� ! I ��� %����

"������� �� �� � � ��%������ ����	� �� 
2� �� ������� ���� GCD2 �� �� ����������
�	���������� ���� GCt2. '�� �������� ��� �������� GCDn �� GCtn 	�� �� ������� %���
�	���� �	� �	� n. -�����	�� �� ��� ������� �	� GCtn.

��� ������ �� 4	�� ������� GCtn � �� ������� %��� �	�����

����#�� ���� �� 
��
.&'
 *�� 	
 .���(� D, �� ���''
 d = |D| 
� ��
 ���..���
 G ∈ GCtn

�"	���
 !�� ��!!��� / D. ���� drvR(G, D) 1 ')
��
.&'
 	
� 	"��0������ S ⇒∗
G x, x ∈ D, �0
�

!�� !'�	 	)��
 �"!"������ 	
 .���(� ���
�."	����
� 
� rules(G, D) 1 '
 ���� 
��
.&'
 	
 G ���
�����
�� ����
� '
� �-�'
� ���'�"
� 	��� drvR(G, D). �
'�� ')�,!���-�
� |rules(G, D)| ≤ n. G
"���� ����
+��
''
� |r| ≤ lD = max{|x| | x ∈ D} !��� ����
 �-�'
 r ∈ rules(G, D). 2���'
%
.
��� '
 ��.&�
 	
� �
�.����+ 	��� '
� �-�'
� 	��� rules(G, D) 
�� &���" !�� '� ���''
 d 	
 D

� '
 ��.&�
 	
� ����
�.����+ 	��� �
� �-�'
� 
�� &���" !�� lD×|rules(G, D)| ≤ lD×n. $��
����"��
��� '
 ��.&�
 	
� ���..���
� ����
+��
''
� 	
�+%/%	
�+ ��� ���.��!�
� � �"	���
�
!�� ��!!��� / D 
�� &���" !�� (d + lD × n)lD×n. �

$
	��%�� � &�
���
���' ����(� �� �� ������� ������� �� ���������� L � �� �������
%��� �	����� ��	�� �	�� ������� Ln, n ≥ 1, � �� ���������� %����

����#�� ���� �''��� !���0
� '
 ��"��-.
 !�� ')��	������ ��� n.
�� )"'�������" *��
 	
 L1 
�� ��
 ����"��
��
 "0�	
��
 	� !���� � 	
 '� 	"*������ ��
�� ���� "��&'�
 ')"'�������" *��
 	
 ����
 (�.�''
 Ln, n < i (i ≥ 2). ��!!����� ��
 '� (�.�''

Li � ��
 "'�������" ��*��
� 3��� �
 ��� �' 
+���
�� 	
�+ �"��
��
� ��*��
�

(1) σ = s0, s1, s2, . . .


�

(2) G0, G1, G2, . . . 	��� Gi

�
''
� ��

{s0, . . . , sk−1} ⊆ Φ(Gk) .��� sk /∈ Φ(Gk) !��� ���� k ≥ 1.

�
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 ')���'�����⊂ ��� G 
�� &�
� (��	"�
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 *�� D 	
 .���(� 
� ��
 ���..���
 G ∈ G �'

+���
 ��
 ���..���
 G′ ⊆ G �"	���
 !�� ��!!��� / D. 67
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.
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'� 	"*������ � �' 
+���
 ��
 ����
 ��*��
 	
 ���� ���..���
� G = G(0) ⊃ G(1) ⊃ G(2) ⊃ . . .
����
 0"��*��� ')���'����� 1 D ⊆ L(G(i)). ������ G′

k '� ���� ���..���
 	
 Gk �"	���
 !��
��!!��� / {s0, . . . , sk−1}.

���� '� (�������

(3) h(k)=df min{j || G′
k 
�� �"	���
 !�� ��!!��� / {s0, . . . , sj} }.

� ���� ���������	 	
�� ����������  G1 ≡ G2 	� ����	 	
�� ���������	 � �� ���
����� ��	 �
����������
���	�

�



"������� !�
(i) h(k) < k ��� ak /∈ Φ(G′

k).
(ii) �� �������� h ����� ������ ��� ������ ��������� c. - ����������� � ��� �	������� �	��
Gm, m > c, ���� (2) ��� ������ ��� ����	�� ! {s0, . . . , sc}, �� �� �	������� ! �� ������� %���
�	���� �� L.
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(4) 1 < h(k1) < h(k2) < . . . �
''
 ��
 k1 < k2 < . . .

���� 	
�+ !�"*+
� ����"����(� 	
 (1) 1

σ[h(kj)− 1] = {s0, . . . , sh(kj)−1} 
� σ[h(kj)] = {s0, . . . , sh(kj)}.

$�� 	"*������ 	
 h, G′
kj


�� �"	���
 !�� ��!!��� / σ[h(kj)]. �
'�� (3), Gkj
�)
�� !�� �"	���


!�� ��!!��� / σ[h(kj) − 1]. 5)
��%/%	��
� �' , � ��
 ���� ���..���
 G′′
kj
⊂ G′

kj
�
''
 ��


σ[h(kj) − 1] = {s0, . . . , sh(kj)−1} ⊆ Φ(G′′
kj

) ⊆ Φ(G′
kj

) ⊆ Φ(Gkj
). 3��� �
 ���� |G′′

kj
| < i, ���

G′′
kj
⊂ Gkj

�.!'���
 |G′′
kj
| < |Gkj

| ≤ i. 6� .8.
 �
.!�� sh(kj) /∈ Φ(G′′
kj

) !�� 	"*������ 	


h !���
 ��
 kj 
�� ')��	
+ .���.�' �
' ��
 G′
kj
⊂ Gkj


�� �"	���
 !�� ��!!��� / {s0, . . . , sh(kj)}.

�'���� �� � ����0" 	
�+ ����
�

s0, sh(k1), sh(k2) . . . 
� {G′′
k1

, G′′
k2

, . . .} ∈ Li−1

��� �����
	��
�� ')"'�������" *��
 	
 Li−1. �

)��������� �� �� �� ������� ������� �� ���������� L � �� ������� %��� �	����� ��	�� �	��
������� Ln, n ≥ 1, ��� '*�����������

)��������� !� ,�� �������� �������� GCtn ��� ���������� �	���������� ! � ��� �� n �.����
�	�� �	��� '*������������

�� ������������� ��� ��� ������� �� k��������

�9"��
� : 3�;�0�;, : 2��
� : <��
��� 5�6 
	��� 	� 1	���� ��������#"77&  

$��� '� ������ 	
� �,!
� ��"�"� '
� =53 �)�0-�
�� ���%�!!�
��&'
� / !����� 	
 ���>�
��

)�����*���� ��  ���� �������

�	������� +� �	�� S, A, B ��	�� �����	���� ������������� 0� ��%��� ��� �
2 ������� ��*
������ �

C0 = S
Cn+1 = (Cn/A∗)/B∗

G0 = {a 	→ A, b 	→ B, c 	→ C0}
Gn = {a 	→ A, b 	→ B, c 	→ [Cn]}
G∗ = {a 	→ A, b 	→ A, c 	→ [S/A∗]}

4
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� ������������� !��	���
�� '
 !���� '�.��
 ���0����

$
	��%�� !� 0� � L(Gn) = {c(b∗a∗)k | k ≤ n} �� L(G∗) = c{b, a}∗.

)��������� +� 
� �	��� ������ �	���� �� �	�*������������� ! ������ �� �6�8��� ��� ������� ��
�
2 ������� ��	������ ��� ����� ������ )A∗+�

"	���� �� �	 �����*� &�� 	 , ���-�� 	�(� 5�..
 �)
���� '
 ��� 	
� =5 �'��%
����
�� �� !
�� ����0
� !��� '
� =53 ���� �,!
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 ��������
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�

�	������� .� 3� �9� �	�*���� ��� �� ����� �� �	����� ������� *�� ���	���� ! � �	��
3� �9� ��� � �9� �	�*���� �	�� �6��� ���� �	�����	�� ! �� �����	��� ����������� ��
�#�� ��� �����	���� ���	����� � �	��

@���� '
 �A�	 ��� ����
�!��	 / '� ���"����
 [G1\ · · · \Gn\F/Dm/ · · ·/D1] 1

�
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G1 · · · Gn F Dm · · · D1

· · · · · ·

.��

�	������� /� 3� ������ 	� 	����	����� )�	�*������+ ��� �� ����� �� �9�� )�	�*�����+
�	������� ����� �� ��� ��� ����������� �	����� )l+� ������� )a+ �� ��������� )d+ �� �	����*
�	����� ! �#������� �� �� �6�����

���� �� !� '�� �������� �� ����� ������ �

l l l l

a

d

l

l

l

referthe to whom you must Smithperson is

�	�� �#�� ��� ����� �#��� ��� �	������� � ���������� ������������� �#����� �� ����������� �


�� ����� �� ����������� ��� �������� ��� �� �
2 �

��� 	����� �� �� �
����	�
� ���������� �� ��	��� �� ����������	  �� �����
��� ����������� S� �������� �	�
��	����� 	�� �� ����� ��� �� ����� 	��	 
������ 	�� ��	��
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the 	→ [det]
person 	→ [det\pred/rel] = C1

to 	→ [#l(↙ to−iobj)/pron−wh] = C2

whom 	→ [pron−wh]
you 	→ [pred]
must 	→ [pred\�l(↙ to−iobj)\rel/inf−obj] = C3

refer 	→ [↖ to−iobj\inf−obj] = C4

is 	→ [pred\S/n−copul] = C5

Smith 	→ [n−copul]
�� ����� ��� ������ �

to refer Smiththe

[det] C1 C2

person whom

[pron−wh]

you

[pred] C4 [n−copul]

is

C5

[pred/rel] [#(↙ to−iobj)]

C3

must

[�(↙ to−iobj)\rel/inf−iobj]

[inf−iobj]

[rel/inf−iobj]

[rel]

[pred\S]

[pred]

↙ to−iobj

L L L L

L

L

L

V A

V C D

S

�	������� 0� 3� ����� �� ����������� )�	�*������+ N ��� �	����� �	� �� �
2 G ����
����� ������ �#�� ������ �� ������� �� �� ������� ��� �	�� ������� ��� N �� �	�����	�� ��
�9�� )�	�*�����+ �� �� ����������� �� N ��

,� ������� �� ������ �� ����������� �� G� �	�� NL(G)� ��� �#�������� ��� ������ ��
����������� �	������ �	� G�
,� ������� �� ������ �� ����������� �	�*������ �� G� �	�� UNL(G)� ��� �#�������� ���
������ �� ����������� �	�*������ �	������ �	� G�

$��� .����
� '� $%�!!�
��&�'��" 	
� =53 ����	
� ���� �,!
� ��"�"�� ���� �''��� �����	"�
� '�
(�.�''
 ��	
+"
 UNL(GCD), �B Φ(G)=df UNL(G).

1���� �� '	� �	� �������� %�� X ⊆ UNL(G)� �#�������� ��� �������� �� ������ ��
����������� �	�*������ ������� ��� ��� �
2 ������� ���� ����� ������ ������� ��� ����	�� !
X ��� %���

����#�� �� ��
 ���..���
 ����	
 	
 �"�
��+ 	
 	"!
�	���
� ���%�,!"
� G = (W,C, S, g)
���'����� '
� �,!
� Tp 
�� �"	���
 !�� ��!!��� / X� �'��� ���� .�� �)�!!��������� !�� 	���
')�� 	
� �"�
��+ ����
��� 	��� X 
�� ������" / ���0
�� g / ')
��
.&'
 0�	
� ���� '
� ����
�

� �� 	�������� �� ����������	 �
���	�
�� � �� ��	��� �� ����������	 	� �� �!�� �� ������ ����������
"�
����# ������ 
� ��	�����$ �� ��	��� �	� ��������� � ����� �� �
� 	�%
��
��� �� �� ���������� �
���	�
��
����� ���	 �� 	���������
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� !�� ��!!��� / X 
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 / n×m "'".
���� �

)��������� .� ,� ������� ������� UNL(GCDrigides) � �� ������� %��� �	���� �� �	�� � ��
���������� %����

����� '
� =53 ����	
� ���� �,!
� ��"�"� �)�0-�
�� $%�!!�
��&'
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 !'��� �� !
�� �	�!�
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��2����
�� RGD �3�  ������2� 4  ����� �� �	���� 5
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������ ��� �������� 	
 �
��
 ���
� �� i �= 0� \i 
�� \ �	
 .8.
 /i 
�� / 	��� '
 ��� 	)��
����.
�� 	������

D ������ Y w
i 
�� #(↙Xw

i ) ��
�!� #(↘Xw
i )� �� '� ���
 ����.
�� �����
 ��
�!� ����.
��

	����� 
�� '� *� 	)��
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�	���
 ����"
�

����� ���������	 	
�� ����&������	 	� ����	 �������	 	
�� ���������	� '� (��� ������ %�)����
� ���	�� �����
��	 ��	��%��	 ��	 �����
���	 �����������	 ��	 ���� ���������	 �	� ��� �
�����
� 	�*	���� � �����

�'����
������ ���&
�� �� ����� 	� ����� �
�����
� ���	� ��	 ��������
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D Y w
i 
�� ↖Xw

i ��
�!� ↗Xw
i � �� '� ���
 ����.
�� �����
 ��
�!� ����.
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� =5� �� !
�� !���0
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$
	��%�� +� ,#���	���6�� RGD ������� ��� ���������� ������� �� ������ �� �����������
�	�*�������

2���'
.
��� 
� ���'����� '� �"	������ 	
 G���H�I� !�� ��
 �
'����� 2%0�'�"
� �� �&��
��

)��������� /� ,�� �
2 ������� �� k*������ ���� ����� ������ �	�� '*����������� ! ������ ��
�6�8����

� ������� �	 ���	������

�� ��������� 	��� ����
��� �������
���

�J� 9
��.&
�� J�%K�<������ 4(,� ���4� ����� 

���� �)�''��� !�� 	�������
� 
���
 '
� ��&�
� 
� '
� �
�.
�� $��� ���� 
��
.&'
 	
 �,.&�'
�
F 
� ���� 
��
.&'
 	
 0����&'
� X , '
� ��&�
� ���� 	"*��� !�� 1 f ∈ F 
�� �� ��&�
 
� ��
f ∈ F 
� t1, . . . , tk ���� 	
� ��&�
�� �'��� f(t1, . . . , tk) 
�� �� ��&�
� )
��
.&'
 	
� ��&�
� 
��
���" T (F ,X ). T (F)=df T (F , ∅) 
�� ')
��
.&'
 	
� ��&�
� �
�.����+� sub(t) ���
 ')
��
.&'

	
� ����%��&�
� 	
 t, sub(E)=df

⋃

t∈E

sub(t).

L� �������� 
�� �� ��&�
 c[�] / ��
 �
�'
 ������
��
 	
 '� 0����&'
 �!"���'
 � 	�������"

!�� '
� �����
��� 
 �"��'��� 	
 ��.!������� c[�](� ← u) 
�� ���" c[u].

�	������� 6� 3� ������� ��� 	������� ����� A = (F ,Q,QF ,→A) � ��� ��������	�� �� ��
�	���

(5) f(q1, . . . , qn)→A q, 	/ q, q1, . . . , qn ∈ Q, f ∈ F , n ≥ 0

A ��� 	���������� ������ �� →A ��� �� �	����	��
,�� ��������	�� (5) �	�� ������� �� ������ ! ����� � t[f(q1, . . . , qn)] →A t[q]. ,� �������
	������� ������� ��� A ��� �#�������� LA=df {t ∈ T (F) || t→∗

A qf ∈ QF}��
A ��� ���������� �#�� ��� ������������ ���� ��� ��� ���� �

1) A ��� �������������
2) QF = {qf} ��� �������	� ��
3) �� f(q1, . . . , p1, . . . , qn)→A q �� f(q1, . . . , p2, . . . , qn)→

nA



���� �� +� ,#(12( A1 ! ���� %��� q1 �
true→A1 q1 false→A1 q0

Not(q0)→A1 q1 Not(q1)→A1 q0

Xor(q0, q0)→A1 q0 Xor(q0, q1)→A1 q1

Xor(q1, q0)→A1 q1 Xor(q1, q1)→A1 q0

��� ���������� �� �� ���	���8� �� ������� ���������� �#������ �� �	������ ��� ��������	�� �		*
������� �������

���� �� �23� A. ≡A ���
 '� ������
��
 ��� '
� ��&�
� ��	���
 !�� A 1
t ≡A u=df ∃q ∈ Q (t→∗

A q ∧ u→∗
A q).

$��� ���� '�����
 	)��&�
� L, �� �	������� ���������� 
�� 	"*��
 !�� 1
t ≡L u=df ∀c[�] (c[t] ∈ L ⇔ c[u] ∈ L).


 ��"��-.
 �'������
 	
 <,��''%�
��	
 
�� 0��� !��� '
� '�����
� 	)��&�
� 1

$
	��%�� .� ,�� ��	������� ������ �#� ������� �#������ L �	�� ���������� �
�� ,� �	������� ≡L � � ���� )�� �	���� ��� �������+ %�� ;
�� ,#��	���� AL ���� ��� ����� Q=df {[t]L || t ∈ T (F)}, ���� ��� ����� %��� Q=df {[t]L || t ∈
L} �� ���� ��� ��������	�� f([t1]L, . . . , [tn]L) →AL [f(t1, . . . , tn)]L ��� �#(12( ������� ��
���	���8� L.

1���� ! & ���*� ��(� �	�� � (12( A ������� �� �����������
�� c[t], c[u] ∈ LA, ��	�� t ≡A u.

����#�� �� �� c = �, �'��� t, u ∈ LA. 6���� 	���" ��)�' , � �� �
�' "��� *��' qf , t→A qf


� u→A qf . �'��� t ≡A u.
�� ���� c[�] = c′[f(t1, . . . , �, . . . , tn)] 
� c[t], c[u] ∈ LA. �'��� |c′[�]| < |c[�]|. �
'�� ')�,!���-�
�
f(t1, . . . , t, . . . , tn)→A q 
� f(t1, . . . , u, . . . , tn)→A q !��� �� .8.
 q. A 
�� 	"�
�.�����
� �'

+���
�� 	���� 	
� "���� �����
� q1, . . . , qn �
'� ��
 t1 →A q1, . . . , tn →A qn. ������ �
'�� '�
�"0
���&�'��" 	
 A, t→A p 
� u→A p !��� �� .8.
 "��� �����
 p. �

)��������� 0 & ���*� ��(� 3� ������� �#������ L ��� ���������� ��� �	� �	� ������ t, u,
�#��� ��������� � �	������ ����	��� c[�] ���� L )�#���*!*���� c[t], c[u] ∈ L+� ��	�� ��� �	��
���������� )��������� �	� ��� �	�������+ ���� L.

����#�� �!!'���
� '
 '
..
 !�����!�' / ')�23� .���.�' AL ���� 
�� �"0
���&'
�� �

� ������������� ��� ��������� 	��� ����
��� �������
���

������� *���*�	�������� ���� �� '�����
 	)��&�
� �"0
���&'
 L 
� ��� �23� .���%
.�' AL. $��� ���� ��� "��� q �' 
+���
�� 1
�� �� ��&�
 .���.�' ��
'���0
.
�� / '� ���''
� rt(q), �
' ��
 rt(q)→AL q 
�
�� �� ����
+�
 .���.�' Cq[�], �
' ��
 Cq[q]→AL qf .

�	������� 7� ��������� 	�������� ������������ ��� �	� L, �	�� CS(L), ��� � ��������
������� )������������ ! �� �����������+ �� �	������ �
(i) �#����� Cq[rt(q)] �	� �	� ���� q ∈ QL,
(ii) �#����� Cq[f(rt(q1), . . . , rt(qn)] �	� �	�� ��������	� f(q1, . . . , qn)→AL q.

�



"������� 	#������ 5 CS(L) ⊆ L.

���� �� .� '	� �#��	���� A1 �� �#������� $ �	� �	�	�� �6	���� � rt(q1) = true,
rt(q0) = false, Cq1[�] = Xor(�, false) �� Cq0[�] = Not(�). (�	��� �#�������� ��������������
�	�����	����� CS(LA1) ���
{Not(false), Xor(true, false), Xor(Not(false), false), Not(Not(true)),
Not(Xor(false, false)), Xor(Xor(false, true), false), Xor(Xor(true, false), false),
Not(Xor(true, true))}.

$
	��%�� /� �	�� ��� �������� ����������� �#������ L1,L2 �� T (F). �� CS(L1) ⊆ L2,
��	�� L1 ⊆ L2.

����#�� �' ��#� 	
 !���0
� !��� ���� "��� q ∈ Q1 
� !��� ���� ��&�
 t ��


(6) si Cq[t] ∈ L1, alors Cq[t] ∈ L2.

67
���0
.
��� �� (6) 
�� 0��� !��� qf , �'��� Cqf
[t] = t ∈ L1 �.!'���
 t ∈ L2. (6) 
�� !���0"

!�� ��	������ ��� |t|. �

)��������� 6� ,� ������� L(LAR) ��� �������� ����������� ��� '*�����������

����#�� 5)
�� ��
 ����"��
��
 	��
��
 	� ��"��-.
 	)���'���� 67
���0
.
��� L(LAR)

�� ��
 (�.�''
 ��	
+"
� 	��� '���
''
 �� !
�� "��."�
� CS(L) !��� ���� �23� �"0
���&'

AL. �' �
��
 	
 �
.����
� ��
 �
'�� ��"��-.
 C� CS(L1) ⊆ L2 
+�'�� L2 � L1. ����� '
�

��
.&'
� CS(L) ���� �"0"'��
��� !��� L ∈ L(LAR). �

��2����
�� �3�  ������2� �8*�*� 9��

���� ��
 ����
 	)
+
.!'
� E ∈ T (F).
)�:�$";�"� ')�23� A0(E) ���0��� 1
����� 1 �� "��� ����" [t]� !��� ���� ����%��&�
 t ∈ sub(E);
����� ����� 1 [t] !��� t ∈ E;
!���������� 1 f([t1], . . . , [tn])→0 [f(t1, . . . , tn)] !��� ���� ����%��&�
 f(t1, . . . , tn) ∈ sub(E).
"������� 1 LA0(E) = E.
i := 0;
$�:$ <;� Ai(E) �)
�� !�� �"0
���&'


��1�)$��::�" ��
 �-�'
 R !��.� 1
R1 �� f(p1, . . . , pm, q, pm+1, . . . , pn)→i p 
� f(p1, . . . , pm, q′, pm+1, . . . , pn)→i p, �'��� q′ := q
R2 �� f(p1, . . . , pn)→i p 
� f(p1, . . . , pn)→i p′, �'��� p′ := p
R3 �� qf1, qf2 ���� 	
�+ "���� *���+ 	
 Ai(E), �'��� qf2 := qf1

Ai+1(E) := R(Ai(E))
�:� $<
"�:����" Ai(E)

�



���� �� /� �	�� E = {f(a, b), f(g(a), b), f(g(g(a)), b)}.
�� A0(E) :
Q0(E) = {[a], [b], [f(a, b)], [g(a)], [f(g(a), b)], [g(g(a))], [f(g(g(a)), b)]};
QF0(E) = {[f(a, b)], [f(g(a), b)], [f(g(g(a)), b)]};
→0 �

a→0 [a] b→0 [b]
f([a], [b])→0 [f(a, b)] g([a])→0 [g(a)]

f([g(a)], [b])→0 [f(g(a), b)] g([g(a)])→0 [g(g(a))]
f([g(g(a))], [b])→0 [f(g(g(a)), b)]

"� -� ��������� ��	�� �	�� R3, 	� 	������ � [f(a, b)] = [f(g(a), b)] = [f(g(g(a)), b)] �� ��
�	��� �������� �� ��������	�� �

a→3 [a] b→3 [b]
f([a], [b])→3 [f(a, b)] g([a])→3 [g(a)]

f([g(a)], [b])→3 [f(a, b)] g([g(a)])→3 [g(g(a))]
f([g(g(a))], [b])→3 [f(a, b)]

$� -� ��������� ��� �	�� R1, 	� 	������ � [a] = [g(a)] = [g(g(a))] �	� ������� � �	��� ��
�����������	� �
A5(E) :
Q5(E) = {[a], [b], [f(a, b)]};
QF5(E) = {[f(a, b)]};
→5: a→5 [a], b→5 [b], f([a], [b])→5 [f(a, b)], g([a])→5 [a].

1���� +� �� BM �� ������� ���.� � ��� nE = |sub(E)| = O(|E|2) ������� ��� � �	���
� ���� ��� ������� ! �6��� ������
"� ,#(12( BM(E)=df AnE

(E)) ��� �����������
$� '	� �	� ������� ���������� L ∈ T (F) �� E ⊆ L, ��	�� BM(E) ⊆ L.

$
	��%�� 0� ,#���	���6�� BM '*������� �	� ������� �#������ �����������

����#�� �� E 
�� ��
 �"��
��
 	)
+
.!'
� 	� '�����
 	)��&�
� ��&'
 Lc, �'��� �' 
+���
 ��
!�"*+
 E[K], �
' ��
 CS(Lc) ⊆ E[K]. �'��� �
'�� '
..
 4�4� BM(E[K]) ⊆ Lc 
� �
'��
'
..
 4��� BM(E[K]) 
�� �"0
���&'
� �'���� �
'�� ��"��-.
 C Lc ⊆ BM(E[K]) ⊆ Lc. �

�  ��*������ ����
� '
� ���..���
� 	��� ')
��
.&'
 	)��&�
� 	
 	"��0������ ��� 	
 �����%
���
� �,���+���
�� 
�� '�����
 	)��&�
� �������
' �'
� ���..���
� ���� ����
+�
 �N5�� '
�
���..���
� 	
 	"!
�	���
 !��E
���0
� '
+���'��"
� �$�� '
� ���..���
� ���"����
''
� �'��%
����
�� 
���� ���� ����
!��&'
� 	)8��
 ���������
 !�� ��
 ���	����� 	
 �"0
���&�'��"� � ����%
�'���
 ����
�!��	���
 	
� ���..���
� �"0
���&'
� 0� 8��
 $%�!!�
��&'
� 5)
�� ����� ��)��
!
�� !���0
� ��
 '
� ���..���
� N5 �"0
���&'
� ���� $%�!!�
��&'
� �K���;�;�&���� ���� <

	������	�� ���� ��M� � 
� ��
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� ���..���
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�	���
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���&'
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 ���� �����
�J� 9
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"������� +� ,#�������� �#������ �� ��������	�� )	 �� �������� ����������+ ��� �
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