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� ��������� �����
�����

���� ���� ���� ������ ������� ��
 ������
 ��	
 !
 	
 �
������
� L = {L(I) || I ∈ I} 
� ����
������ !��	�
� �
� ���	������ 	"�##�
�������! 	
 L $ �� �����
 ���� ���
�� ������������	�
��%

��������� 
� #�����������! 
��
���
��
 	
 �"����������� ���� ���
�� 
�� ��"�� �
 	��#��

��
 	
� 
 
�#�
� #������� s1, s2, s3, . . . ��� ���� 
��
���
 �
#�!�
��
�� ��
 !���!������ 	

�� �
������
 ����
 L(Ic) = {s1, s2, s3, . . .}. ������ �� �
 ���� #�� 	�������
� 
���
 L(Ic) 
�
�
� ��#
�&
��
���
� L(Ic) � L(J) ∈ L ���� 	
� ���	������ �		������
��
� #�!�����
� ��� ��
������
 L. '
�� 
�� 	( �� ���� ��
 �
� 
 
�#�
� #��� L(Ic) �
 ���� ����� #��� L(J). ������ ��
���� ���� !��	�
� �
� ���	������ ��)����
� 	
 �&�##�
�������!%

�	������
 �� ���������� � *+%,���� 
%,���% �-'� .�/0� �12 ���� Ic ∈ I, ��
 !���
��&
���� σ = {s1, s2, ...} = L(Ic) 
� ��
 �������� φ : {σ[n] || n ∈ N} → I �
��
 ��


∀n∃j(φ(σ[n]) �= φ(σ[n + j])).

����� φ �"
�� #�� ��������!
 ��� σ 
� 	��� �"�##�
�	 #�� L(Ic) ��� σ. 3"�4 5

���!�
����� "� �� φ ������
 L, �	��� ���� 
��
 Ic ∈ I �	 ����
� ��� �������� σv =
{a1, ..., am} ⊆ L(Ic) ����
���� 	� �����
������� 
�		� ��� φ(σv) = φ(σ′

v) ���		� ��� ���
 ���
��
������ σ′

v = {a1, ..., am, b1, ..., bn} ⊆ L(Ic).

#�
�����
 �	�	������


�	$������ " %�� �� ����� �&'( ")*+( ,-%.//� ���
 �� ������	� L(I) ∈ L. ��� �����
������	� ��� ��� ��
� TI ⊆ L(I) ��
 ��������
� ���� L(I) 
��� L �� TI �⊆ L(J) ���� 
��

�����������	� L(J) � L(I) �����
����
 � L.

TIL(I) L(J)

67�	
��
��� �� TI 
�� �!7!���
�� #��� L(I) ����� ���� T 8�� �
� ��
 TI � T ⊂ L(I) 
��
����� �!7!���
�� #��� L(I).

.



���!�
����� .� ���
 ��� ����
��� φ ��� ������
 L. �� σv = {a1, ..., am} ⊆ L(I) ∈ L ��
 ���
�������� 
� �������		��� ���� L(I) �	��� σv ��
 ����	�
��� ���� L(I).

�	���
�������� ��##����� ��
 σv ⊆ L(J) � L(I) #��� �� L(J) ∈ I. ����� L(J) �
 #
��
#�� 9��
 �##�
����
 #�� φ. 6:
���7
�
��� �� �� #�
�	 ��
 !���!������ σ = {a1, ..., am, b1, ...} =
L(J) ��� ����
��
 #�� σv, ����� L(φ(σ[n])) = L(I) �= L(J) #��� ���� n ≥ m.
�

��##����� ��
 �� ������
 L ���� �!�����7
% 3��� �
 ��� ���� #��7��� 	��#��
� 	
 #����
���

#���!	��
� 	"!���!������ 5

#���!�� "� �������� 	�� �����
���� �
� enum(I, i) 
!�������
��� 
� L(I) �	� �����
��� ������� 	!�	����
 ������ i 
� L(I) ����

��
 i� 
" SecF in(i) 
!�������
��� 
� 
��� �����������	�� ���� S ⊆ D.
# SecF inRept(i) 
!�������
��� 
� 
��� �����������	�� ���� S ⊆ D, �$ 
��
 �����������	�
��
 ����
� �� ������ ����� 
� ���� 
% SecF in(I, i) 
!�������
��� 
� 
��� �����������	�� ���� S ⊆ L(I).
& SecF inRept(I, i) 
!�������
��� 
� 
��� �����������	�� ���� S ⊆ L(I), �$ 
��
 �����
������	� ��
 ����
� �� ������ ����� 
� ���� 

�	$������ .� '�� ����		� ��
���� ��������� 
� ���������� L = {L(I) || I ∈ I} ��
�����

	� ��������� �� 
��
0��
����� �	�	������ �!�	 ����
� ��� ����
��� ��������� �( �� �	�
����
)��� ER(I, i) ��� ���� 
��
 I ∈ I ����*�� �� 
��
0��
����� %$��/ �	�	������
TI ⊆ L(I) 
� L(I).

1
	��2�� " %�� �� ����/� '�� ����		� ��
���� ��������� 
� ���������� L = {L(I) || I ∈ I}
��
 ����������	� ��� L ��
�����
 	� ���
�
��� 
� �����������	� ����	�
��� 

�	���
�������� �⇒� ��##����� ��"�� 
 ���
 ��
 �������� φ ��� �##�
�	 L $ �� �����
%
3��� �
 ��� �"���������
 ���7��� !���;�
 �� 
��
���
 	
 7
���������
 	
 L(I) 5

#���������(I, n)
a0 ∈ L(I)
i← 1
j ← 1
S ← SecF inRept(I, 1)
���� ��� (vrai) 3����


� φ(S) = φ(S • SecF inRept(I, j)) ����

j ← j + 1
S ← S • {a0}


����
j ← 1
i← i + 1
S ← SecF inRept(I, i)

$� 
�

� S �����
�� #��� 	
 n !�!�
��� ����



����� �� �������� �"!�!�
�� ���!�� n 	
 S
$� 
�

$� ���� ���

�



6:
���7
�
��� ��� �� 
��
���
 	
 7!���������
 
 ���
� #���������(I, n) 7� 8���
�
��
����7
� ��� ���!�� i0 	��� �"!���!������ SecF inRept(I, i). � #����� 	
 �
 ���
�� i0 �

�����
 #��� 
� �"���������
 !���;�
 �"
��
���
 8�� 	
 7!���������
 SecF inRept(I, i0)∪{a0}.
�� �
��
 	
 �
�����
� ��
 �
��� �� #��#������� � �
� 
��
���
 
�� �!7!���
�� #��� L(I).
�⇐� ��##����� ��"�� 
 ���
 �� ���������
 #��������(I, n) ��� !���;�
 �� 
��
���
 �!7!&
���
�� #��� ���� L(I), I ∈ I. 3��� �
 ��� �� #
�� 
� ���������
 �� ���������
����������(I, n)
��� ������
 �� �!��
��
 �#��������(I, 1),%%%�#��������(I, n)� #��� ���� n 
� ���� L(I), I ∈
I. <� #
�� ����� 	!8��� ��
 !���!������ Enum(I) 	
 I �7
� 	
� �#
������� 	"���;� 5 $�
�

� ����% 6�����
 �� #
�� 	!8��� �� #���!	��
 ���7���
 5

φ((a1, ..., an))
I0 ∈ I
I ← first Enum(I)
���� ��� (a1, ..., an) �⊆ L(I) 3����

I ← next Enum(I, I)
$� ���� ���

� Revelateur(I, n) ⊆ (a1, ..., an) ����


�������� I

����

�������� I0

$� 
�

4���� "� φ ������
 L � 	� 	���
� 

�	���
�������� ���� ��
 �!��
��
 	"�##�
�������
 σ = (a1, ..., an, ...) = L(Ic) #��� ��
!�!�
�� ����
 L(Ic) 	
 L. =���	 �"���������
 φ ����7
 	��� �� �����
 �
 #�
��
� ��	
 
I 	��� �"!���!������ next EnumRept(I, I) �
� ��
 (a1, ..., an) ⊆ L(I), �� 
:
���
 �
 �
��
Revelateur(I, n) ⊆ (a1, ..., an). �� > � 	
� #���������!� 5
1. �
 �
�� 
�� #������% 3��� �
 ��� Revelateur(I, n) ⊆ (a1, ..., an) ⊆ L(I)∩L(Ic), �"
��&$&	��

�"��	
 �
�7�>! I �
 �����
	����� #�� $ �"!����! L(I) = L(Ic) �� 
��
 �7��� ��
�%
2. �
 �
�� !����
% '"
�� #������
 	��� 	
� ���������� 5
(i) L(I) � L(Ic). 3��� �
��
 ��������� �"��	
 �
�7�>! �"
�� #�� #
����
��%
(ii) L(I) = L(Ic) ���� n �"
�� #�� ��)����
�� ����	% 3��� �
 ��� �"���������
 ��
� �
 ���
��	
 I. ��� ����
���� �
 #�
��
� ��� ��	
 Ih ��"
��&$&	��
 L(Ih) = L(Ic)� �"!���##
 #�� $ ��
#���!	��
 φ #��� �� n ���
? ����	% ���� �
 K ∈ N ������� �
� ��
 Revelateur(Ih, K) ⊆
(a1, ..., aK) 
� Revelateur(Ih, K) = Revelateur(Ih). ����� φ((a1, ..., an)) = Ih #��� ����
n ≥ Ih. 3��� φ((a1, ..., an)) �
 ��������
 $ #����� 	
 �
 K. �

'��������� "� +� ����		� ��
���� FIN 
� 
��� 	�� 	������� ���� ��
 ����������	� 

�	���
�������� FIN ��������� �� ���	����� 	
 ����&
��
���
 �!7!���
�� 5 #��� �� 
�&
�
���
 FI , I ∈ FIN, TI=df FI . �

@!���� �� ��A����! 	
� ������
� ��	
 !
� ��
� �����
� �
 ���� #�� �&�##�
����
�%

�	$������ 5� ,� 
�
 ��!��� ����		� ��
���� L � �� ����� ������ �!�	 ����
� ��� ���
� ������

!������	��

(1) L(I1) � L(I2) � L(I3) � . . . , L(Ii) ∈ L ���� i ≥ 1

B




�		� ���

L(Il) = (
⋃

i∈N

L(Ii)) ∈ L.

L(Il) ��
 ����� ������ 
� L.

'��������� . %4�6���( ��6���� �&'(")7-(.*/�
�� L � �� ����
 	���
�- �	��� L �!��
 ��� ����������	� 

�	���
�������� ��##����� �"��7
��
% ���� �� #���� �����
 L(Il) ∈ L. �
��� �� ���	����� 	

����&
��
���
 �!7!���
��� �� 
 ���
 �� 
��
���
 8�� �!7!���
�� TIl

⊆ L(Il) ��� ��������� �
��

���	�����% �
��� (1) �� > � ����� �� L(Ii0) ∈ L �
� ��
 TIl

⊆ L(Ii0), ���	�� ��
 TIl
�⊆ L(Ii0)

#�� 	!8������ 	
 �!7!���
��% '�����	������% �

'��������� 5 %#� 8���� �&'(")97("+/�
�� L ��
 ��� ����		� 
� 	������� ��� ���
���
 �� ����� �� 	������ ����� �
 
��� 	�� 	�������
����- �	��� L �!��
 ��� ����������	� 

�	���
�������� L � �� #���� �����
% �

'
 ���� ��#����
 	
� ����!��
��
� ��;� #
�������
� 7��&$&7�� �� �&�##�
�������! $ �� C��	%

'��������� , %#� 8���� �&'(")97("+/� .����� 
�� ����		�� ������
�� �!��
 ����������	� �
� 	������� ��
�����	�-
� 	������� 	��������-
� 	������� )��� ���
��
�-
� 	������� )��� ���
��
� 
�
�������
��-
� 	������� ���
��
��	�-
� 	������� /.0-
� 	������� ���������- �
� �
� 

� ��
��� ��
������
�
��

�	$������ , %�
��� ��!��� '��!��������� ������� �3 ��� �� �
� �
� 1
�
�
(
'������ :�����
���( ��
�;�( <�=0���;( "))"/� ,� 
�
 ��� L(Ia) ∈ L ��
 �� �����

	����
�
������ 
� L �!�	 ����
� ��� ���
� ������ 
!������	��

(2) S1 � S2 � S3 � . . . ,


�		� ��� �
(i) L(Ia) =

⋃
i∈N

Si,

(ii) ���� 
��
 i �	 ����
� L(Ii) ∈ L 
�	 ��� Si ⊆ L(Ii) � L.

�������� "� � ���� ���
� 
� ������	�
� �� ���
 �������� ��� 	�� ������	�� Si 
��� (2)
���
 
��� ���� 1	 ��2
 
� �����
���� ��� �������
��� 
� D = {d1, ..., dn, ...}, ��� �������
D[n] = {d1, ..., dn} �
 	�� ��
�����
���� S ′

n=df Sn ∩ D[n], n ≥ 1. ������� ��� ��

� ���
� 
��
������	�� ���� ������ 	� 
����
��� % 
" /��
 ����
 	���
� 
� L ��
 ����� ��� ����
 
!������	�
��� �Si = L(Ii)� 

�



1
	��2�� . %��!��( ����/� ���
 ��� ����		� ��
���� 
� ���������� L = {L(I) || I ∈ I}.
L ∈ L � �� ������	� ����	�
��� ��� L �!��
 ��� �� ����
 
!������	�
��� 
� L
�	���
�������� �⇒� ���� �� 
��
���
 �!7!���
�� TI #��� �� L(I) ∈ L ��� 
�� �� #����
	"������������% �
��� �� 	!8������ � L(I) =

⋃
n∈N

Si. TI !���� 8��� �� 
 ���
 i0 �
� ��


TI ⊆ Si0 ⊆ L(Ii0) � L(I), L(Ii0) ∈ L

�
 ��� �����
	�� �� ���� ��
 TI 
�� �!7!���
�� #��� L(I).
�⇐� ��##����� ��
 L(I) �"� #�� 	"
��
���
 �!7!���
��% ����� L(I) = {a1, ..., an, ...} 
��
��8��% ���� Si = {a1, ..., ai}. L(I) =

⋃
i∈N

Si. �"�� �"> � #�� 	"
��
���
 �!7!���
��� ����� ��
�

��
 ���� E � L(I) 8��� �� 
 ���
 �� L(IE) ∈ L �
� ��
 E ⊆ L(IE) � L(I). '"
�� 7��� #���
���� Si. ������ L(I) 
�� �� #���� 	"������������ 	
 L. �

'��������� -� �� ��� ����		� ��
���� ��������� 
� ���������� L ��
 ��������	� �	��� �		� �!�
��� 
� ����
� 
!������	�
��� 

������� 
� D����� ��� ����7! #����
��� ���	������ ��)����
� 	
 �&�##�
�������!% �����

��
� �
� #��� ����
� 
� #������
 ���� �
� ���	������ 	"!#����
�� 8��
 
� 	"!��������! 8��
%

� ��

����� ��
�

�	$������ -� ���
 ��� ����		� ��
���� ��������� 
� ���������� L = {L(I) || I ∈ I}. L � ���
�������
� ���� �8���
 ����E�
��- ���	 � �� ���� 
��
� �������� ���� 
!�����	�� ∅ � S ⊆ D �	
�!3 � ��!�� ������	� $�� 
� ���������� R(S) = {L(I) ∈ L || S ⊆ L(I)} ��� ���
������
 
���
��� �����	�� 

1
	��2�� 5 %�� �� ����� �&'( ")*+( ,-%.//�
�� 	� ����		� L � ��� ��������� ����- �	��� �		� ��
 ����������	� 

�	���
�������� L !���� �!�����7
� ���� #��7��� ��##��
� ��
 5
.% #��� ����
 #���!	��
 �!�����7
 p(J, i, t), �4 J ∈ I, i ∈ N 
� t 
�� �� �����
 ��� ����
 �

�
�#� 	
 ������� �� 
 ���
 �� ���������
 Ap ��� !���;�
 I ×N 
��
 �	!	������ 
� 
:
���

�
� �##
�� p(J, i, t) �� ����� 	
 �
��
 !���!������ #
�	��� �
� #!���	
� 	
 �
�#� ���������
� 5
t = 1, t = 2, ...% ���� ������ 	��
 ��
 �
 ������ Ap 
�� ���� �� ����		*	�%
�% �� 
 ���
 �� ���������
 Enum(I, n) ��� ������
 L(I)∩{a1, a2, . . . , an} �4 {a1, a2, . . . , an} =
D[n] 
�� �� �!��
��
 	
� #�
��
�� n !�!�
��� 	��� ��
 !���!������ ����	��	 	
 D.
���� �"���������
 ���7��� 5

RevelEF (I, n)
t← 0
a0 ∈ L(I)
R← (a0)
�� !�����2�� !��� ���
 J ∈ I, i ∈ N 3����


� R ⊆ L(J) ∧ Enum(J, i) � Enum(I, i) 
� �
 �
�#� 	
� �
� ������� 
�� ����! #�� t
����


R← Enum(I, i)

����

0



R← R • {a0}
$� 
�
t← t + 1

� R �����
�� #��� 	
 n !�!�
��� ����



����� �� �������� �"!�!�
�� ���!�� n 	
 R
$� 
�

$� �� !�����2�� !��� ���


4���� .� RevelEF (I, n) ����*�� �� ������	� ����	�
��� 
� L(I) ���� 
��
 I ∈ I.
�	���
�������� F��� 	"����	� �
��� �� 	!8������ 	
 Enum, �� L(J) � L(I) ����� �� 
 ���

�� i �
� ��
 Enum(J, i) � Enum(I, i) 
� �� �
�#� t #
�	��� �
��
� �
 ������ 
�� 
:
���!%
��� ����!��
��� �� �� ���	����� R ⊆ L(J) ∧ L(J) � L(I) 
�� 7���
� �����

(3) R ⊆ L(J) ∧ ∃i(Enum(J, i) � Enum(I, i))


�� 7��� ����� 
� RevelEF (I, n) ����7
�� �
� i 
� �
�#� t.
6�����
� �� �"
 ���
 ��"�� �����
 8�� 	
 J ��� 7!��8
�� �� ���	����� R ⊆ L(J) ∧

∃i(Enum(J, i) � Enum(I, i)). 6:
���7
�
��� ��
� ��
 ���� R, {a0} ⊆ R. +��� �� �"
 ���

��"�� �����
 8�� 	
 J ��� �����
��
�� a0 #���
 ��
 L � ��
 !#����
�� 8��
%

������ �� 
 ���
 �� �����
 �� ���� imax ∈ N 
� �
 �
�#� �� ���� tmax $ #����� 	
���
��
R �
 �����
 #���% ������ �
� 
��
���
 8�� Rmax(I). 
"���������
 RevelEF (I, n) !���;�

Rmax(I). ��� 	!8������ Rmax(I) ⊆ L(I). ��##����� ��"�� 
 ���
 �� 
��
���
 L(J ′) ∈ L �
�
��
 Rmax(I) ⊆ L(J ′) ∧ L(J ′) � L(I). 3��� �
 ��� �� ���	����� (3) 
�� 7���
 #��� �� i′ > imax

�
� ��
 Enum(J ′, i′) � Enum(I, i′), �
 ��� 
�� ������! 
� �
�#� t′ > tmax. ��� ����!��
���
R← Enum(I, i′) 
� Rmax(I) � R. '�����	������% �

#���!�� ���0������� �>��� 3������ �>	!��

��� $��� ? ��� � �
 ��
 !�����


�	$������ 9� ���
 �� �	�)���
 Σ, ��� ������	�)���
 ��� ��
� Σ0 ⊆ Σ �
 �� ������	� 
�
������	�� V �Σ ∩ V = ∅� '� ��
��� ��� (Σ, Σ0, V ) ��
 �� ��
�� p ∈ (Σ ∪ V )+. +� 	������
L(p) 
� ��
��� p ��
 	!������	� 
�� ��
��� h(p), �$ h : V → Σ+

0 ��
 �� )�������)���� ����
��	���� ��
�� �h(x) �= ε, x ∈ V � 

#���!�� .� � Σ = {a, b, c}, Σ0 = {a, b}, V = {X} �
 p1 = XcXcX. .	��� L(p1) =
{wcwcw || w ∈ {a, b}+}.
" Σ = {john, walks} ∪ Σ0, �$ Σ0 ������
� 
�� �)����� �
������	�� ���	����� V = {Adv}
�
 p2 = john walks Adv. .	��� L(p2) ���
���
 � �4�)� 5�	6� ��� �5�3� - �4�)� 5�	6�
���
� - �
� 

�� 
�� ����� ��
 �� ������
 	
� ������
� 	
� #������ ��� (Σ, Σ0, V ) 
�� ��
 ������
 ��	
 !

�!�����7
 	
 �
������
�% <���
 G�� �
��
 ������
 � ��
 !#����
�� 8��
% 6:
���7
�
��� #��� ����
����� w ∈ L(p) |w| ≥ |p|. ������ #��� ���� ����� w �� 
 ���
 �� �����
 8�� 	
 #������ ���
(Σ, Σ0, V ) �
�� ��
 w ∈ L(p).

'��������� 9� +� ����		� 
�� 	������� 
�� ��
���� ��
 ����������	� 

H



� ��
��
�
�� ��
�

�	$������ 7 %�� @�� 
�� .� ���� @��;

�! �� '��!��� 4������ 1
����( ���0
 ��& ���A���( ")*)/� ���
 ��� ����		� ��
���� ��������� 
� ���������� L = {L(I) || I ∈
I}. L � ��� ���������� ������ �!�	 ����
� �

� ��� �������� ������ 
!�	����
� s0, s1, s2, . . . 
��� D
� �
 ��� �������� ������ 
� ���������� L(I1), L(I2), L(I3), . . . 
��� L


�		�� ��� ���� 
��
 n �

(4) sn /∈ L(In)

(5) �
 {s0, . . . , sn} ⊆ L(In+1).

L ��
 
!��� ���������� ���� �� �		� �!��
 ��� 
!�	��
���
� ������ 

#���!�� 5� �B� +0�	���
����

'� .7� ��
 ������������ ��
(i) �	 � �� ���	 �
�
 ���	 �

(ii) ���� 
��
 �
�
 q ∈ Q �
 ���� 
��
�� 
�����
���� αq1 → q, βq2 → q, α �= β.

���
 Ln=df {w ∈ (a + b)∗ || (|w|a = |w|b) ∧ ∀u, v (w = uv → |u|b + n ≥ |u|a ≥ |u|b)}.
���� 
��
 n, Ln ��
 �����
� ��� �� .7� 8���������	� ��!��
���
���- ��
 ������������� 

���!�
����� 5 %���� ����/� +� ����		� 
�� 	������� 8���������	�� � ��� �	��
���
� ���� 

'
��
 #��#��!�! 
�� ���!�
�����
 ��I�
 �� ���� ���7���%

���!�
����� , %�� @�� 
�( ����/� �� 	� ����		� L = {L(I) || I ∈ I} � ��� �	��
���
� ����-
�	��� 
��
 L(I) ∈ L � �� ������	� ����	�
��� 

�	���
�������� �� L(I) ∈ L �"� #�� 	"
��
���
 �!7!���
��� �����

(6) ∀T (fini) ∃I ′ ∈ I (T ⊆ L(I ′) ∧ L(I ′) � L(I))

6� ��������� (6) ���� #��7��� 	!8��� �
� �!��
��
� (4) 
� (5) #�� �!����
��
 5
�% ���� s0 ∈ L(I).
��% ���� s0, ..., sn 
� L(I0), ..., L(In) �
� #�!8 
� 	
� �!��
��
� (4) 
� (5) 	!A$ 	!8��� 
�
s0, ..., sn ∈ L(I). ����� �
��� (6) �� > � L(I ′) ∈ L �
� ��
 s0, ..., sn ∈ L(I ′) 
� L(I ′) � L(I). ��
> � �� !�!�
�� sn+1 ∈ L(I)− L(I ′). ���� #��7��� 	��� 	!8��� In+1=df I ′. �

�������� .� �!�	 �!3 � ��� 
� ���
����
� ���� ��� L ���
 ���������- �	��� 	� �������
��� %
���
�� ���	����
 ��!�	 3 � ��� ����
��� ��� ����)L



1
	��2�� , %�� @�� 
�( ����/� �� ��� ����		� ��
���� ��������� 
� ���������� L =
{L(I) || I ∈ I} � ��� �	��
���
� ����- �	��� �		� ��
 ��������	� � 	� 	���
� 

�	���
��������

4���� 5� �� L � 	!�	��
���
� ����- �	��� 
��
 ������	� L ∈ L � �� ������	� 
� 
��
 

4���� ,� �� 
��� ��� ����		� ��
���� ��������� 
� ���������� L 
��
 ������	� L(I) ∈ L �
�� ������	� 
� 
��
 TI �	��� ���� 
��
 I ∈ I �	 3 � �� �	����
)�� ��� ����*�� TI .

���� ��
����� �
� #�
�7
�% �

#���!�� - %�� @�� 
�( ����/� ������� ��� 	� �	���� 
�� ����		�� ��
����� �3��
 ���
�	��
���
� ���� ��
 ������ ��� 	!����� � �� L = {L(I) || I ∈ I} �
 M = {L(I) || I ∈ M} ���


��� ����		�� ��
����� �3��
 ��� �	��
���
� ����- �	��� 	� ����		� 
�� ������

{L(I) ∪M(J) || L(I) ∈ L ∧ M(J) ∈M}
� ����� ��� �	��
���
� ���� 

+% J���?�K� *+% J���?�K�� 

������
 �����
� �� ���
������ ��������% .��1� '�
�2 �
�
�����! �
 �!������%

�	�������
 �� ����� �� ��������
 $������ ����	�
�

�	$������ )� �����
 
��� ������	�� E1 �
 E2 �
 ��� ��	�
��� ������� R ⊆ E1 × E2. R ��

������� ���
�� �� ���� 
��
 x ∈ E1 	!������	� R({x}) ��
 ��� 
���� 
��
 ������	� L ⊆ E2 �

R−1(L)=df {x ∈ E1 || ∃y ∈ L (xRy)}.
������ ������� 
� L� 

1
	��2�� - %�� ����C�=�/� �����
 
��� ������� 
!��4�
� DL �
 DM �
 
��� ����		��
��
����� 
� ���������� L �
 M ��� ��� ������� 

�� M � ��� �	��
���
� ���� �
 R ⊆ DL × DM ��
 ��� ��	�
��� ������
 ��	���- �	��� 	�
����		� 
�� ������ ��������

L = {R−1(L) || L ∈M}
�- �		� �����- ��� �	��
���
� ���� 


� #�
�7
 	
 �
 ��!��;�
 �"
�� #�� ����������7
 
� ������
 �
 �
��
 	
 JL���%



 ��!��;�
 0 
�� �� ��>
� #������� 	
 #�
�7
 	
 �&�##�
�������! 	
� ������
� 	
� ���&
���
�%

#���!�� 9� � ��� �����	�- 	� 
)���*�� 
� <�����5� ��
 ���� ���� 
��� 	�� )�������
�)����� R 
" ���
 ��� ����		� 
� 	������� L 
!��� �	��
���
� ���� ���� �� 	������ L, ���
 L! 	!������	�

� 
��
�� 	�� �����
�
���� 
�� ��
��� 
��� L. .	���- 	� ����		� 
�� 	�������

{L! || L ∈M}
� ����� ��� �	��
���
� ���� 

'��������� 7� ���
 
��� �	�)���
� Σ1, Σ2. �� M ��
 ��� ����		� ��
���� 
!��� �	��
���
�
���� 
� 	������� ��� Σ2 �
 R ⊆ Σ∗

1×Σ∗
2 ��
 ��� ��	�
��� ������
 ��	���- �	��� 	� ����		� 
��

������ �������� L = {R−1(L) || L ∈M} ��
 ����������	� 

'��������� *� ��M ��
 ��� ����		� ��
���� ��������� 
!��� �	��
���
� ���� 
� 	�������- �	���
	� ����		� {L! || L ∈ M} ��
 ����������	� 

1


